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Neuer Beweis eines Minkowskischen Satzes. 


Von Edmund Landau in Göttingen. 


Einleitung. 
Alle Zahlen in dieser Arbeit sind reell, xö — fy = +1. 


Es handelt sich um den Minkowskischen Satz, der in den drei gleichbedeutenden 
Fassungen ausgesprochen werden kann: 


Satz 1: 1. Für beliebige x, A gibt es ganze x,y mi 
1 
lketrpyt)yetiytA)=S,- 


2. Für beliebige u, v giöt es ganze x,y mit 


1 
ker) tPyt)bhatra)t+öytr)isz 

3. Für beliebige u, v gibt es x,y mi 
| 


= wy=» (mod 1), |aa+ By)ya+ yI<,- 


Den ersten arithmetischen Beweis dieses Satzes gab Herr Remak !); dieser Beweis 
wurde dann von Herrn Mordell ?) umgearbeitet. 

Ich werde zeigen, daß der entscheidende Hilfssatz beider Autoren ?) unnötig ist; 
nach trivialen Vorbemerkungen wird mein Beweis von Satz 1 nur zwei Zeilen lang sein. 

Beide Autoren benutzen außerdem nur noch den bekannten 

Satz 2 2): Es gibt ganze x, y + 0, 0 mit 

(ax + Py)(ye+ Sy). 

Herr Remak begründet dies durch die übliche Reduktionsmethode der indefiniten 
quadratischen Formen; Herr Mordell entnimmt es aus dem viel tiefer liegenden Min- 
kowskischen 

Satz 3: Es gibt ganze x,y=+0, 0 mü 

lo + Byl si, \ya+öiyısi. 

Ich benutze statt Satz 2 den wohlbekannten (schärferen, nicht in Satz 3 enthaltenen, 

aber viel weniger tief als Satz 3 liegenden) 





') Neuer Beweis eines Minkowskischen Satzes [dieses Journal, Bd. 142 (1913), S. 278—282]. Wie Verf. 
erwähnt, hatte Frobenius die ursprüngliche Fassung wesentlich abgekürzt. 

*) Minkowski’s theorem on the product of two linear forms [The Journal of The London Mathematical Society, 
Bd. 3 (1928), S. 19-22]. 

®) II, III bei Herrn Remak, second lemma bei Herrn Mordell. 

*) I bei Herrn Remak, first lemma bei Herrn Mordell. 
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2 Landau, Neuer Beweis eines Minkowskischen Satzes. 


Satz 4: Es gibt ganze z,y #0, 0 mit 
1 E e 
aa + By)(yr+ Sy) <z- E° 


Durch Zusammenstellung geläufiger Schlußweisen zeige ich für den ungeübten 
Leser im Anhang, daß Satz A aus der Fundamentaleigenschaft der Fareybrüche abge- 
lesen werden kann. 


Auf Grund von Satz 4 darf zum Beweise von Satz 1 0.B. d. A. |ay| s - ange- 


-. 


nommen werden. Denn nach Satz 4 gibt es teilerfremde /, n mit 


(ad + Bn)(yl + ön)| s + 


werden ganze m,r mit Ir — mn =1 gewählt, so geht (ax + By +x)(yx + öy +) 
durch vr. in (v2 + By’ + x) (y’x’ + ö’y’ +4) mit la’y’| s - über. 


Der Fall xy = 0 ist trivial; denn o. B.d. A. sei y =0, also 
(2 + By) (ye + &y) = (Er + Pöy)y; 


man wähle nun sukzessive y, x mit 


y=» (mod 1), pls; @=u (mod), IHa+Böylsy. 
Es darf also 0 <|jay| s > 
gebenen «, ß, y, 6 Zahlen 0, o,r, 0’, T’ so zu bestimmen, daß identisch 


(2 + 0y)? + y? — 2(ox + By)(ye + öy) = (ox + ıy)? 


angenommen werden. Offenbar genügt es, zu den ge- 


und 


(2 + 0y)? + y? + 2(02 + By)(yx + öy) = (er + T’y)®. 


Denn dann ist 


2 (ax + By)(ye + Sy) Se + ey)’ + y, 
und man wähle sukzessive %, x mit 


y=» (modi), ylS5; == (modi), et wi<;- 
Hauptteil. 
xö + By — YA — 40? y? 


2 
,) + y? 7 22 + By) (ye + öy) 
BR: er _ U ö 
- ((.+y en | YA F 207 3, 132er). 


(a r 2xy 


Anhang. 
Es ist gleichgültig, ob ich von (ax + By)(yx + öy) mit xö — By = + 1 oder von 
ax® + bxy + cy® mit b? — Aac =1 rede; denn in 
(82 + By)(yx + öy) = ax? + bay + ey? 
ist ja 
b? — hac = (aö + By)? — Aaßyö = (nö — By)”. 
Es genügt zu zeigen, daß 


laa® + bay + cy?| : 
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eine ganzzahlige Lösung x, y # 0,0 hat. O.B.d. A. seia> : . Nach der Fundamental- 


eigenschaft der Fareybrüche °) gibt es ganze x, y mit 


0<yzsy2a, BER FE... “in . 
2a y y)\ 2a 
also 
PR PR 
b’ y2| mi 
.r=-7 


5) Satz 159 meiner Vorlesungen über Zahlentheorie. 


Göttingen. den 16. November 1930. 


Eingegangen am 17. November 1930. 
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Über den transfiniten Durchmesser (Kapazitätskonstante) 
von ebenen und räumlichen Punktmengen. 


Von G. Polya in Zürich und G. Szegö in Königsberg. 





Einleitung. 

Den Ausgangspunkt dieser Arbeit bilden drei unten zu definierende nichtnega- 

tive, monotone Mengenfunktionen 
Amss r(M), d = AM), k = KM), 

die für eine beliebige ebene, beschränkte und abgeschlossene Punktmenge M erklärt 
sind und sich bei Ähnlichkeitstransformationen der Menge wie die linearen Abmessungen 
ändern. Die beiden ersten Funktionen wurden von Herrn M. Fekete !) eingeführt, die 
dritte ist aus der Potentialtheorie bekannt (vgl. unten). Das Ziel der nachfolgenden 
Betrachtungen ist, diese drei Mengenfunktionen in natürlicher Weise auf den drei- 
dimensionalen Raum zu übertragen und dort analoge Sätze aufzustellen, wie sie im 
zweidimensionalen Falle durch die Untersuchungen von Herrn Fekete und anderen 
bekannt sind. Zu diesem Zwecke wollen wir vorher die Hauptsätze der ‚zweidimen- 
sionalen Theorie‘“ kurz zusammenfassen, und zwar unter besonderer Hervorhebung 
ihrer geometrischen Bedeutung. Dadurch wird die Übertragung auf den Raum wesent- 
lich erleichtert. 

Wir bezeichnen im folgenden mit p, 9, P1 Pa, - -- gewisse Punkte der Ebene, mit 
Ipg| den Abstand von p und gq. 

I. Definition von r(M). Es seien p,, Pa, - - -, ?n beliebige feste Punkte und p möge 
die gegebene Menge M durchlaufen. Dann hat das geometrische Mittel der n Strecken, 
die von den festen Punkten zu dem variablen Punkte gezogen sind, d.h. 





n 
Vippıl |ppz2l.-- |pp,| 

ein wohlbestimmtes Maximum. Dieses Maximum ist eine Funktion der n Punkte 

Pıs Pas - - -» P„, die wir jetzt, nachträglich, als veränderlich ansehen wollen; diese Funktion 

erreicht, wenn 7, Pa, - - -, ?„ unabhängig voneinander die ganze Ebene durchlaufen, 

ein wohlbestimmtes Minimum, das wir mit r„ = r„(M) bezeichnen wollen. Es ist also 

r„. ein „minimum maximorum‘“, 





(1) r, = Min Max V | ppı| |ppa| - - - |pp.|- 
(p,) (p auf M) 


Übrigens ist das Punktsystem p,, Pa - - -, P,, für welches r, erreicht wird, bis auf die 


!) Siehe Fekete, 6. (Die Zahlen beziehen sich auf das Literaturverzeichnis am Ende dieser Arbeit.) Wir 
lassen in der vorliegenden Arbeit (im Gegensatz zu Herrn Fekete) auch aus endlich vielen Punkten bestehende 
Mengen M zu, für welche alle Schlüsse gültig bleiben; allerdings wird dann r = d= k = 0 (vgl. jedoch $ 7, 1). Aus- 
geschlossen bleibt stets die leere Menge. 
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Reihenfolge der Punkte eindeutig bestimmt, falls die Menge WM unendlich viele Punkte 
enthält ?). 
Herr Fekete beweist nun in seiner oben zitierten Arbeit, daß die eben definierte 
Folge 
Pula else 
gegen einen Grenzwert konvergiert. Wir setzen 
(2) mn, =r=r{üR). 


nn 


II. Definition von d(M). Die n Punkte p,, Pa, - - -, p„ mögen unabhängig vonein- 
ander die Menge M durchlaufen, n = 2. Das Maximum des Produktes 


V„= |PıPa| |PıP3| - - - |PıP,) 
IPaPa|--- |PaP,| 


aller (2) gegenseitigen Entfernungen bezeichnen wir mit 


(3) Max V = de). 


(p, auf M) 
Herr Fekete beweist a.a.O., daß die Folge 
er ne 
gegen einen Grenzwert konvergiert. Er nennt 
(4) limd,„ =d = d(M) 


nn 
den transfiniten Durchmesser von M. 


III. Definition von k(M) ?). Entfernt man aus der Ebene die abgeschlossene Menge 
N, so bleibt eine offene Menge übrig, die aus endlich vielen oder abzählbar unendlich 
vielen zusammenhängenden Gebieten besteht. Es seien diese 


En 


und © = © bezeichne dasjenige, durch M eindeutig bestimmte zusammenhängende 
Gebiet, das den unendlich fernen Punkt enthält. 

Der Rand von © bestehe zunächst aus endlich vielen geschlossenen analytischen 
Kurven. Es gibt dann eine eindeutig bestimmte, in © reguläre, harmonische Funktion u, 
die auf dem Rande von ® konstant ist und im Unendlichen eine Entwicklung von 
der Form 








a,cosp + b,sinp , a,cos?2p + b,sin?2p | 
- IE .- We 


(5) u = log E= 
gestattet, wobei o und  Polarkoordinaten bedeuten (a,, b,, @a, da, ... sind reelle Kon- 


stanten). Wir schreiben den konstanten Wert von u auf dem Rande von © in der Form 


1 h u 
u= log — und nennen die so definierte Zahl k die Aapazitätskonstante von WM. 


Ist nun & ein beliebiges, den unendlich fernen Punkt enthaltendes zusammen- 
hängendes Gebiet, so kann man immer eine Folge von Gebieten derselben Art 





*) Dies folgt aus Sätzen von de la Vallee Poussin, 33 und Tonelli, 32. 
*) Für das Folgende vgl. Kellogg, 16, Chapter XI, 13—20, insbes. 19 (S. 330); es wird dort durchweg der 
völlig analoge räumliche Fall behandelt. 
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a a 
angeben, die alle in & liegen, gegen © konvergieren, deren Ränder ferner stets aus 
endlich vielen analytischen Kurven bestehen. Es sei k” die Kapazitätskonstante von 
8”. Es läßt sich zeigen, daß die Folge 


(1) (2) (») 
u NE 


gegen einen Grenzwert konvergiert, der von der Wahl der Gebiete &'” nicht abhängt. 
Wir. nennen 


(6) lim A” = k = k(M) 


die Kapazitätskonstante von M. 

Bemerkungen und Beispiele zu diesen Definitionen finden sich unten in $ 1. 

Das Hauptresultat lautet nun in diesem zweidimensionalen Falle folgendermaßen: 
Es seı M eine beliebige ebene, beschränkte und abgeschlossene Punktmenge. Dann ist 

(7) r(M) = AM) = KM). 

Wir nennen diesen gemeinsamen Zahlenwert den iransfiniten Durchmesser oder die 
Kapazitätskonstanie der gegebenen Menge M. 


Die Gleichung r =d ist von Fekete a. a. OÖ. bewiesen worden. Die weitere 
Gleichung r = k findet sich zum ersten Male bei G. Szegö '). 


* * 
* 
Deutet man die Punkte der Ebene als komplexe Zahlen und entsprechen den 
Punkten p,, Ps, - - -, ?„, p die komplexen Zahlen z,, 25, - . ., 2n, 2, so wird das in der De- 
finition von r(W) vorkommende Produkt 


\pPpıl \ppal--- |ppn| = 2 2) — 2)... (2 — Zu)| = Inl2)]; 

wo t„(z) ein Polynom n-ten Grades bezeichnet, in dem 2” den Koeffizienten 1 besitzt. Ist 
also M eine geschlossene analytische Kurve, so stimmt die in I definierte Zahl r} mit 
dem Maximalbetrag des von Herrn Faber eingeführten T'schebyschefjschen Polynoms auf 
der Menge M überein). Auch die Definition II ist von Herrn Fekete, unter Hervor- 
hebung der geometrischen Bedeutung, mittels komplexer Zahlen gegeben worden. 
Noch wesentlicher ist aber der Umstand, daß sein Beweis für r = d in weitgehendem 
Maße von dem Rechnen mit komplexen Zahlen Gebrauch macht. 

Die obige Formulierung der Definition der Zahlen r„, d„, r, d hebt ihren geo- 
metrischen Charakter klar hervor. Sie hat ferner den Vorteil, daß sie eine 
natürliche Übertragung dieser Begriffe auf den dreidimensionalen Raum nahelegt. 
Schreibt man nämlich die Gleichungen (1) und (3) in der Form 


u 1 1 
, Max Min log —— = log- 
“ (v,) (paufM) N 2 ® Ipp,| 27 
bezw. 
1 4 SE; N 1 1 
3’ Min — log —— = lo . 
(?, u © P2 5 | P, p,| 5 d, 


so hat man nur, zu diesem Zwecke, der Analogie zwischen dem logarithmischen und 


’ 1 1 
Newtonschen Potential entsprechend, die Funktion log durch „ zu ersetzen. Es lassen 


*, Szegö, 29. 
5) Faber, 3. 
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sich dann tatsächlich die wesentlichen Definitionen und Sätze auf den Raum über- 
tragen. Wir erhalten so ($ 2) wieder drei Mengenfunktionen 


RM, DM, KM), 
wobei nun M eine beliebige räumliche, beschränkte und abgeschlossene Menge bedeutet. 
Der Hauptsatz dieses dreidimensionalen Falles lautet analog zu (7) (vgl. $3) 

(8) RM) = DM) = KM). 

Besonders abweichend von dem ebenen Falle ist der Beweis von ?%=D. Die 
dazu verwendete Schlußweise kann übrigens auch in dem ebenen Falle benutzt werden; 
man erhält auf diese Weise zugleich eine neue Begründung der Gleichung r = d, die 
von der Feketeschen gänzlich verschieden ist. $4 enthält Bemerkungen und Beispiele 
zum Hauptsatze. Weiter definieren wir im $5 durch gewisse Extremalforderungen 
zwei Mengenfunktionen R”(M) und D”(M), die von einem Parameter A abhängen 
und für A = — 1 in RA{M) bezw. D(M) übergehen®). Der folgende $6 enthält einige 
Bemerkungen über die Berechnung dieser Mengenfunktionen, während in $$ 7—10 
Beispiele behandelt werden. In $11 wird eine neue Möglichkeit angedeutet, die ‚‚Di- 
mension‘ einer Menge zu definieren. $12 handelt von einer mit den oben eingeführten 
Begriffen zusammenhängenden Extremalaufgabe. Schließlich folgt ein Verzeichnis der 
wichtigsten Literatur über die Tschebyscheffschen Polynome und über den transfiniten 
Durchmesser (Kapazitätskonstante). 


$ 1. Bemerkungen zu den Definitionen I, II, III. 


1. Die in der Einleitung definierten Zahlen r,, d„, r=d= k bleiben unverändert, 
wenn man zu der gegebenen Menge M die in der Definition III eingeführten Gebiete 
,, Ög,.... adjungiert. Man kann also von der Menge M stets annehmen, daß ihre Kom- 
plementärmenge ein den unendlich fernen Punkt enthaltendes zusammenhängendes 
Gebiet ist. 

Unter einer Lemniskate n-ten Grades verstehen wir die Gesamtheit der Punkte p, 
deren Abstandsprodukt von n festen Punkten p,, Pa - - -, P, 


Ippıllppal..- |pp,| = konst. = r" 
ist. Die Punkte p,, Pa, - - -, P„ nennt man die Brennpunkte, die Zahl r den Radius der 
Lemniskate. Abgesehen von endlich vielen Werten von r, besteht diese aus höchstens 
n geschlossenen analytischen Kurven; die Brennpunkte liegen alle innerhalb dieser 
Kurven. Jede einzelne Kurve enthält ferner mindestens einen Brennpunkt’). Der 
umschlossene Lemniskatenbereich wird durch die Bedingung 


Ippıllppal.--|pmn IS, 
definiert. Ist r = 0, so reduziert sich die Lemniskate auf die n Brennpunkte. Ist r 
beliebig und fallen die Brennpunkte zusammen, so erhält man einen Kreis vom Radius r 
um den n-fachen Brennpunkt. Nach einer Beweismethode von D. Hilbert ®) läßt sich 
ein beliebiges System von endlich vielen getrennt liegenden analytischen Kurven mit 
beliebiger Genauigkeit durch eine Lemniskate approximieren. 

Die in I definierte Zahl r„ kann als das Minimum der Radien sämtlicher Lemnis- 
katenbereiche n-ten Grades aufgefaßt werden, welche die gegebene Menge M über- 
decken (Fekete, 6, S. 232—233). Für n = 1 erhält man den Radius r, der kleinsten, die 
Menge M bedeckenden Kreisscheibe. 


nn 


%) Nach einer Mitteilung von Herrn Fekete behalten diese Begriffe auch für gewisse allgemeine Räume ihren Sinn. 
”) Vgl. Pölya-Szegö, 22, Bd. I, Abschnitt III, Aufgabe 142, S. 112, S. 282, 
®) Hilbert, 15. 
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Die Zahl d, ist der gewöhnliche Durchmesser der Menge M. Die Zahlen d, lassen 
sich leicht potentialtheoretisch deuten (vgl. $2, II). 

Die in III eingeführte Zahl k hat für den Fall, wo der Rand von © aus endlich 
vielen analytischen Kurven besteht, die folgende Bedeutung: Der „Zylinderkondensa- 
tor‘, dessen innere Belegung die erwähnten Kurven zum Querschnitte hat und dessen 
äußere Belegung in einen unendlich großen Zylinder vom Radius o ausartet, besitzt 
auf die Längeneinheit bezogen, annähernd die Kapazität 


, 


vr. 
e 
2 log k 
2. In gewissen Spezialfällen können die Zahlen 7,,d„r=d=k sowie die ‚ex- 
tremalen‘‘ Punkte p,, Pa, - - ., 2, in den Definitionen I und II berechnet werden. 
a) Für einen Kreis vom Radius a gilt 
1 
n=r=d=k=a; dn=n"Ta. 
Das Minimum r, wird erreicht, wenn p, = pg =: = p„ = 0 wird, wobei OÖ den Mittel- 


punkt bezeichnet; das Maximum d, wird für n Punkte erreicht, die auf dem Kreisrande 
regelmäßig verteilt sind). Die in III eingeführte Funktion (5) ist gleich 


u=lg—, 
eo 


wenn o den Abstand von © bedeutet. 
b) Für eine Strecke von der Länge / gilt 


r, wird erreicht, wenn die Punkte p}, Pa, - - -, 2, auf dieser Strecke so verteilt sind wie 


die Nullstellen 

n 7 
In ,„ cos 5 In .. 
des n-ten Tschebyschefischen Polynoms cos (narc cosx) in dem reellen Intervalle 
— 1srs{1. Man hat ferner 


7 7 
6085,» cos 3 .., C08 (2n — 1), 


1 
19... - u! 
RR oz 2 
d, wird erreicht, wenn die Punkte p,, Pa - - -, P„ auf der gegebenen Strecke so verteilt 
sind wie die Nullstellen des Polynoms 


(n 23); 





d, =1; du =| 


[P.-1) dx 


in dem Intervalle —1 <xr<s1. Hier bezeichnet ?„-ı(z) das (n — 1)-te Legendre- 


sche Polynom 1°). Es ist 


RER Yin 2 


Schließlich gilt, wenn wir die fragliche Strecke der Einfachheit halber mit dem reellen 
Intervalle — 1 <x s 1 zusammenfallen lassen, 





9) Diese Bemerkung rührt von Pölya her. Vgl. Schur 24, S. 385, Satz IV. 
10) Dieses Resultat stammt von Stieltjes. Vgl. Schur, 24, S. 378. 
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u=log2-+loglz-Y2-A|, 
wobei z = oe‘? ist. 
c) Für eine Ellipse mit den Halbachsen a und 5 gilt 
2 a+b\" a—b" 
Be ) ) + ) ’ 
das Minimum r, wird für das gleiche Punktsystem erreicht wie bei der die Brennpunkte 
verbindenden Strecke (vgl. b)) "!). Man hat 
‚_a+b 
rudok=- ER, 
und u ist dieselbe Funktion wie im Falle b) '), 
d) Es sei «> 0; p1 Pa - - -, Pı beliebig. Unter M verstehen wir die Lemniskate 


Ippıl |ppel-.- |pp| = a, 
oder, was auf dasselbe herauskommt, den umschlossenen Lemniskatenbereich 
Ippıl \ppel..- pp = «. 
Dann ist für alle durch / teilbaren Werte von n (vgl. Fekete, 6, S. 233, Fußnote) 


n=zr=d=mk=a, 


” ’ ’ un 
Das Minimum r, wird erreicht, wenn je Punkte mit den Brennpunkten p,, Pa - - -, Pı 


l 
zusammenfallen. Es ist ferner 


e) Es sei M so beschaffen, daß das in der Definition III eingeführte Gebiet © ein- 
fach zusammenhängend ist. Die Funktion u und die Kapazitätskonstante A lassen sich 
dann folgendermaßen funktionentheoretisch interpretieren: Man bilde das in der z-Ebene 
gelegene Gebiet © auf das Äußere eines Kreises der w-Ebene um den Nullpunkt als 
Mittelpunkt derart eineindeutig und konform ab, daß die Abbildung im unendlich fernen 
Punkte die Identität wird, d. h. die Form hat: 

o=pl@)=2ta+ +24. 
Der Radius dieses Kreises ist dann eindeutig bestimmt und fällt mit der Konstante k 
zusammen. Man hat ferner 
1 
IP) |’ 
Diese Bemerkung gestattet in vielen Fällen, die Konstante r = d = k anzugeben. 


Man hat z.B. 
für einen Kreisbogen vom Radius a und dem Zentriwinkel »: 


7; 
5? 


u = log 


r=d=k=asin 


für ein symmetrisches Kreisbogenzweieck mit der Sehne A und mit dem Winkel 
2a W<A<I1): 
h 41 


r=d=k= h 1_ 7’ 





1) Faber, 3. 
Journal für Mathematik. Bd. 165. Heft 1. 


IV 
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für eine Halbkreisfläche vom Durchmesser 2a: 
r=d=k= w_ 
3y3 


für ein Quadrat von der Seitenlänge a: 


wobei /'(s) die Eulersche Gammafunktion bedeutet, usw.!?). 
3. Die zu einer Kurve gehörigen Tschebyschefischen Polynome sowie der Begrifl 


des transfiniten Durchmessers (Kapazitätskonstante) erweisen sich in vielen Fragen 
als nützliche Hilfsmittel. Man findet 

a) potentialtheoretische Anwendungen in 16, a.a.0.?°), 

b) funktionentheoretische Anwendungen in 2—4, 7, 15, 18—21, 25—28, 31, 

c) zahlentheoretische Anwendungen in 6, 10, 24, 

d) sonstige Anwendungen in 8, 9, 30. 


$ 2. Einführung der räumlichen Mengenfunktionen. 
1. Es sei eine beliebige räumliche, beschränkte und abgeschlossene Punktmenge. 
Wir wollen drei Mengenfunktionen 
RM), DM), KM) 
definieren. Auch hier bezeichnen p,q, Pı, Pa, - - - beliebige Punkte des Raumes, |pgq| 


den Abstand von p und q. 

I. Definition von RM). Es seien p,, Pa - - -, Pn beliebige feste Punkte und p möge 
die gegebene Menge M durchlaufen. Dann besitzt das harmonische Mittel der n von den 
festen zu dem variablen Punkte gezogenen Strecken !?) 

n 
1 1 1 
TITTEN TE 
ein wohlbestimmtes Maximum. Dieses Maximum ist eine Funktion der n Punkte p,, 
Pay ---, P„, die wir jetzt, unseren Standpunkt ändernd, als variabel auffassen wollen; 
es ist ersichtlich eine nichtnegative, stetige Funktion. Sie erreicht, wenn die Punkte 
.‚ p„ unabhängig voneinander den ganzen Raum durchlaufen, ein wohlbe- 














Pu P»»-- 
stimmtes Minimum 
(1) R„ = Ru(M) = Min Max er SEE —.— 
(p,) (p auf M) Ba . 
TI ZTT 


Um diese Existenz des Minimums nachzuweisen, muß man nur zeigen, daß es zur 
Aufsuchung der unteren Grenze genügt, die Punkte p,, Pa -- -, ?„ auf einen endlichen 
Bereich einzuschränken. Es sei p, irgendein fester Punkt, d seine Maximaldistanz von 
M; ferner sei K die Kugel vom Mittelpunkt p, und vom Radius 2d. Irgendein Punkt p, 
außerhalb X hat dann eine Minimaldistanz von M, die nicht kleiner als d ist; ein solcher 


12) Weitere Fälle, in denen man die eine oder andere der Größen r,„, d„, r= d= k berechnen kann, findet 
man z.B. in Riemann-Weber, 23, Kapitel XVI, $3, S. 715—718; ferner auch Achyeser, 1; Faber, 3, S. 86; 
Fekete, 11, S. 216; Pölya, 21, III. Mitt., S.59; Pölya-Szegö, 22, Bd. II, Abschnitt IV, Aufgabe 115, S. 20, 


S. 193, Abschnitt VI, Aufgabe 64, S. 86, S. 282. 
13) Fällt p mit einem der p, zusammen, so ist dieser Ausdruck gleich Null zu setzen. 
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Punkt p, kann folglich bei Aufsuchung der besagten unteren Grenze mit Vorteil durch 
p, ersetzt werden. Man kann sich also auf die p innerhalb ÄK beschränken, womit alles 
bewiesen ist 1%). Weiter sei die Menge M unendlich. Man erhält, wenn m und n beliebige 
positive Zahlen und pP, Pas = = +» Pas 91 923 - - -» Q„ beliebige Punkte sind, 
Br > Min en E_ , > Min iR. Min »' i : 
Ruin @aum il |ppı| SG IPG |) "Raum |PPu| warm) |P | 


also nach geeigneter Wahl der p, und gq, 





” er u 
Hieraus folgt analog wie bei Herrn Fekete *°) die Existenz von 
(3) im A, =R= RM). 


Dasselbe gilt natürlich auch für eine endliche Menge M. Besteht sie aus ! Punkten, so 
ist An = 0 für n 21, folglich R =. 
Die Bedingungen 


rg E ern We R bzw. <R 
ZZ ET 7 
kennzeichnen eine Lemniskate bzw. einen Lemniskatenbereich n-ten Grades mit den 
Brennpunkten p,, Pa, - - -, p,„ und mit dem Radius AR. Für p, = pa =: = p, entsteht 


eine Kugel vom Radius R. Die Lemniskate besteht, abgesehen von endlich vielen Werten 
von R, aus höchstens n auseinanderliegenden geschlossenen analytischen Flächen, 
welche die Brennpunkte im Innern enthalten’). Es gilt auch hier das Analogon des 
unter 8) zitierten Hilbertschen Satzes. 

Die obige Zahl R,„ stimmt mit dem kleinsten Radius überein, den ein die gegebene 
Menge M bedeckender Lemniskatenbereich n-ten Grades haben kann. Die Zahl R, ist 
gleich dem Radius der kleinsten die Menge M bedeckenden Kugel. 

II. Definition von DM). Essein > 2. Die Punkte p,, P3, - - -, P, sollen unabhängig 
voneinander die Menge M durchlaufen. Es sei 

n 
(2) 

(4) Max 1,2... ,n 
(p, auf M) y” | 4 
= \P,P,| 
Die Zahl D,„ wird also als das Maximum des harmonischen Mittels der gegenseitigen Ent- 
fernungen von n auf M beweglichen Punkten definiert 1%), im Gegensatz zu der Zahl 
d., die das Maximum eines geometrischen Mittels ist. 

Wir zeigen die Existenz des Grenzwertes 


(5) lim D, =D = DM). 


—>R 


— 1» 


In der Tat hat man für n > 3, wenn p,,Pa, - - -, P„ voneinander verschiedene Punkte 
der unendlichen Menge M bezeichnen, 


4) Man zeigt auch leicht, daß die Punkte jedes E.xtremalsysiems Py, Par - - -» Pn in der konveren Hülle 
von M liegen (vgl. Fejer, 5, sowie auch Fekete-Neumann, 13); liegt nämlich ein Punkt außerhalb der konvexen 
Hülle von M, so kann man ihn derart verschieben, daß er sämtlichen Punkten von M zugleich näher kommt. — 
Daraus folgt, daß R,„ den Durchmesser dieser konvexen Hülle nicht übertreffen kann. 

’5) Fekete, 6, $.233. Vgl. Pölya-Szegö, 22, Bd. I, Abschnitt I, Aufgabe 98, S. 17, S. 171. 

‘*) Fallen zwei Punkte p,, p, miteinander zusammen, so ist dieses harmonische Mittel gleich Null zu setzen. 
Vgl. Fußnote ?), 





9% 
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ii 1 cn 1. 
u<v IP„P,| n — 2& u<v IP.P, 


hier ist die Summe Z£“® ähnlich wie F, aber unter Auslassung des Punktes p,, zu bilden. 
Man hat also (vgl. Fekete, 6, S. 231) 


+ 1 1 I i 
2 Par AN )) Fr Ce 


u<v 
folglich 
CE 
n = n—1 
so daß 
(6) D,2D2D,2-2D2:-- 


gilt. Damit ist (5) bewiesen. Besteht die Menge M aus /! Punkten, so hat man D, = 0 
für n>[, folglich D =. 

Wir nennen D den transfiniten Durchmesser von WM. Die Zahl D, stimmt mit dem 
gewöhnlichen Durchmesser von M überein. Allgemein kann D, folgendermaßen inter- 
pretiert werden: Ein System von n gleichgeladenen elektrischen Punkten, die auf 


verbleiben, besitzt eine stabilste Gleichgewichtslage. Die zugehörige potentielle Energie 
Aiynı1 n-—ii 

beträgt, wenn die Gesamtladung = 1 angenommen wird, ( 9 )D- u "Wi D, 

III. Definition von K(M)). Es seien, wie im ebenen Falle, ©,, ©,, ©, ... die 
zusammenhängenden Komponenten des Komplementärgebietes von WM und ©, = 
sei diejenige Komponente, welche den unendlich fernen Punkt enthält. Der Rand von © 
bestehe zunächst aus endlich vielen analytischen Flächen. Es gibt dann eine eindeutig 
bestimmte, in © reguläre, harmonische Funktion U, welche auf dem Rande von © kon- 
stant ist und ım Unendlichen eine Entwicklung von der Form 


(7) Gm ı Y,(6, PL Y3(6, 9) +, 


r m r? nr 
besitzt. Hier sind r, 6, o Polarkoordinaten, Y,„(®, @) ist eine Kugelflächenfunktion m-ter 
Ordnung. Der konstante Randwert von U ist, wie man leicht sieht, notwendig positiv; 


schreibt man ihn in der Form a so heißt A die Kapazıtätskonstante von W. 


Ist © ein beliebiges, den unendlich fernen Punkt enthaltendes, zusammenhängendes 
Gebiet, so erklärt man Ä, wie im zweidimensionalen Falle, durch Grenzübergang mittels 
einer gegen ® konvergierenden Folge von Gebieten &") (»=1,2,3,...) mit analytischen 
Rändern. Die Existenz des Grenzwertes beruht darauf, daß K eine monotone Mengen- 
funktion ist, d. h. sie nimmt nicht ab, wenn man von © zu einem Teilgebiet &’ über- 
geht. Daraus folgt auch die Unabhängigkeit dieses Grenzwertes von der Wahl der Folge 
6”, Die Zahl K läßt sich als die Kapazität eines Kondensators deuten, dessen innere 
Belegung von M und äußere Belegung von einer unendlich großen Kugelschale gebildet 
wird (vgl. $ 1, 1). 

2. Die eben definierten Mengenfunktionen AM), DM), K(M) sind monoton, d.h. 
sie nehmen nicht ab, wenn M durch eine Menge ersetzt wird, wovon M Teilmenge ist. 
Dasselbe gilt bei festem n für die Zahlen R„ = RM), Dan = DM). 

Fügt man zu W® die oben erwähnten Gebiete ©,, ©,, .... hinzu, so bleiben die Zahlen 
Rn, Da, R, D, K unverändert; dies folgt für A„ und D,„ unmittelbar daraus, daß eine 


17) Vgl. Kellogg, a.a.0. >). 
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harmonische Funktion ihr Minimum am Rande erreicht. — Man kann also stets an- 
nehmen, daß die Komplementärmenge von M zusammenhängend ist. 


$ 3. Beweis des Hauptsatzes. 


1. Wir nehmen an, daß M eine unendliche Menge ist und wählen die Punkte 
(y gr + * +» Im Anzı auf M derart, daß 


N u, 








a u Be ment og 
ae _— = — —— — Min — 
Da+1 P 9,9, 2 & 2 9, (p, auf M) PX P. P,| 
v+k 
wird. Dann muß offenbar 
n-+1 n+1 
P} a — Min _ 
— 4,4, um |pq,| 
v+-k v+k 
sein, folglich, gemäß (1), 
vv . N 
— ||” Rn 
v+k 


Wir erhalten somit 


n—1 
2 ) ” Inn-+1) 


E 2.5 Zu 

d.h. 

(8) Ru Ss Da+ı « Da» 
(Es ist z.B. #, < D,“%).) Hieraus schließt man 

(9) RAM) S DM). 

2. Die Kapazitätskonstante K einer Lemniskate n-ten Grades 

here 
E38 PR 1 


Ippıl " Ippa| Ip pn 
ist gleich R. (Auch die Kapazitätskonstante des umschlossenen Lemniskatenbereiches 
ist natürlich gleich A.) 
In der Tat besitzt die Funktion 
1 1 1 1 
a 
TN IPPa\ "pr. 
sämtliche für die Funktion U in der obigen Definition III angegebenen charakteristischen 
1 
KR 
18) Man hat genauer nach einem Satz von H. W. E. Jung [Diss. Marburg 1899 = Journal für Math. Bd. 123 
(1901), $. 241— 257] 


Eigenschaften. Der konstante Randwert von U ist aber gleich 


+ V? D,. 
Nach der Schlußweise von Herrn Fekete, 6, S. 235—236, erhält man übrigens 
n n—1 2 1 


ı mir TEE 
Dart n+n—1+::.+2+1 





was in (8) nicht enthalten ist. 
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Nun gibt es laut Definition von AR, einen Lemniskatenbereich n-ten Grades vom 


Radius A,„, welcher die gegebene Menge M enthält. Wegen der Monotonie von K(M) 
erhält man also 


(10) KSRn, 
folglich 
(11) KM) <S RM). 


3. Die Komplementärmenge © von M sei zusammenhängend und der Rand } 
von © bestehe zunächst aus endlich vielen analytischen Flächen. Durch Anwendung 
der Greenschen Formel ergibt sich leicht für die Funktion $ 2, (7) die Darstellung 


(12) U(p) = m(g)do, 


Hier ist die Integration über den gesamten Rand % zu erstrecken; m(g) bedeutet eine 
auf 5 definierte stetige und positive Funktion, die sog. natürliche Belegung von 7%, do, 
das Flächenelement von %. Es ist 

(13) S m(g)do, =1. 
Das obige Integral existiert übrigens auch auf % (als uneigentliches Integral) sowie 


ım Innern von % und hat dort den konstanten Wert ——. Es ist 


K 
1 eU 
Ä = — — _— > 


wenn rn die nach außen gerichtete Normale bedeutet ). u 
Es sei nun e> 0; wir betrachten die Äquipotentialfläche %, definiert durch die 
Bedingung 
1 


Zah 


Für genügend kleine Werte von & besteht % ebenfalls aus endlich vielen analytischen 
Flächen, welche die einzelnen Flächen von % umschließen. Wir ersetzen das Integral 
(12), wobei p auf 7 liegt, bis auf den Fehler e durch eine Näherungssumme von der Form 


Ipq| pe 2. pa 
WO 91 923: - -, 9, geeignete Punkte von ?%% bezeichnen und die ‚Massen‘ m,, m,,...,m, 
positiv sind und die Summe 1 haben 2°). Letztere können natürlich auch rational gewählt 
werden. Setzt man 


N, N, nı 
m er m; | 
Mm; r n ’ Mg n ’ ’ 


a (rn tm+' tm=n), 
so gilt, wenn p auf %5 Bu 


<i N; 
Slpeit Bat 20-1 
also, indem wir p auf - so wählen, daß die rechte Seite ein Minimum wird, 


1 1 A 
PER BE 
KTTSESh 


n n 


19) Vgl. etwa Riemann-Weber, 23, Kapitel XVII, $4, 8. 771. 
2) Man kann z.B. die Fläche % in I genügend kleine Teile zerlegen und in jedem Teilbereiche einen 
beliebigen Repräsentantenpunkt q wählen. 
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wo R„in analogem Sinne zu % wie A, zu % gehört. Hieraus folgt, da e beliebig klein und n 
beliebig groß gewählt werden kann, 
1 1 
‚ EA A “ 

(11°) KSE also AM) S KM). 

Diese Ungleichung gilt aber allgemein. In der Tat definiere man die Gebiete &” 
wie oben in $ 2, 1, III bei der Einführung der Kapazitätskonstante; es sei ferner 
” die Komplementärmenge von ©”. Wir setzen AM”) = R”, KM") — K”. 
Dann hat man 


R < R' £ K" 
und hieraus folgt wegen lim X” — K die Behauptung. 


Ein Vergleich von (11) und (11’) zeigt schließlich, daB A(M) = AM) sein muß. 
4. Wir kommen jetzt auf die Abschätzung von D(M). Setzen wir dabei weiter den 
Rand % von ® als analytisch voraus. Gemäß der Definition (4) gilt für irgendwelche n 


auf % gelegenen Punkte p,, Pa - - -, Pı 


HB 


U 3 
Di > Ip; Pr 
Es sei nun u(p) irgendeine auf ;5 definierte, nichtnegative, stetige Funktion und do, = do,, 
das Flächenelement von 5 im Punkte p,. Dann gilt, die n Flächenintegrale über 5 er- 


streckt, 
J- nn D, 29 A(P2).. . u(p,) do, doy...de, 


54 ST Sr U an 0... den 


Ist nun das di ” erstreckte Integral 


Sulp)do, =1, 
so folgt weiter, nach passender ST EB 


n je de,de,. 


Wird hierin schließlich für «(p) die natürliche Belegung m(p) gewählt, so erhält die rechte 





Seite, wie aus (12) ersichtlich, den Wert _-. Man bekommt somit 


und für n— 

(15) KM) S DM). 

Dieses Resultat hätten wir allerdings auch aus (9) und (11) gewinnen können. 
Die obige Überlegung gestattet jedoch, für D eine untere Abschätzung mittels einer 
passend gewählten Funktion u(p) zu erhalten, auch wenn die natürliche Belegung m(p) 
nicht bekannt ist. Nach dieser Methode wird in $ 6 ein analoges Problem behandelt ; 
sie kann übrigens modifiziert werden, indem man z. B. Volumenintegrale statt Flächen- 
integrale verwendet. 
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5. Zum Beweis des Hauptsatzes sind eigentlich sowohl (11’) wie (15) (und so au 
die Nummern 3 und 4) entbehrlich; er stützt sich neben (9) und (11) auf die Ungleichung 
(15°) DM) Ss KM). 
Um (15’) nachzuweisen, brauchen wir eine klassische Eigenschaft der Funktion U: 
wir setzen dabei den Rand ‘5; von © wieder zunächst als analytisch voraus. | 
Es sei o(g) eine beliebige, im Innern von % definierte, abteilungsweise stetige und 
nichtnegative Funktion, für welche 


(16) Se(g) dt, = 1 
gilt. Hier ist die Integration über das Innere von % zu erstrecken; dt, bezeichnet das 


Volumenelement. Man hat eg stets 21) 


(17) a <| ren diy dig”. 


Wir betrachten nun n beliebige, voneinander verschiedene Punkte p,, Pa - - -, 7, 
auf 5. Wir zeichnen um die Punkte p, die Kugeln k, vom gleichen Radius e und belegen 


jede einzelne Kugel homogen mit der Masse e Die konstante Volumdichte o kann aus 


der Gleichung 

An „ 1 

3077 
berechnet werden. Die so definierte Massenbelegung liegt, unabhängig von der Wahl der 
Punkte p,, gänzlich innerhalb einer analytischen Fläche %, deren Kapazitätskonstante 


die Form K = K + öhat, wobei ö = ö(e) mit e gegen 0 konvergiert. Setzt man o(y) 
außerhalb der Kugeln %k, gleich O0, so kann das Potential dieser Belegung in der folgenden 
Form geschrieben werden: 
V(p) = o(g) dr, en [ odr,, 
Ipal —&, Ipal’ 
es ist ferner, wie man leicht sieht, 


olq’)olg”) , ‚1... 
SIDE ar an = | eo) Vin) dr. 


Vereinigt man die Masse einer homogenen Kugel in dem Mittelpunkte derselben, 





so bleibt bekanntlich das Potential außerhalb der Kugel unverändert, während es inner- 


halb der Kugel vergrößert wird. Folglich hat man im ganzen Raume 


1 1 0 1 
mE 
d.h. 
„ 1 n 1 1,2,... odr 
Für # # » gilt nun wie oben 
od, ” RB 
„pp, rIpp,| 


a1) Ein einfacher Beweis dieser Ungleichung findet sich z. B. in Riemann-Weber, 23, Kapitel XVII, $ 4. 
S. 772. — Die physikalische Bedeutung ist klar: Keine Verteilung der Elektrizitätsmenge 1 innerhalb $% kann eine 


der Gleichgewichtsverteilung auf der Fläche $. 


kleinere Energie haben als die Energie = 
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während für u = v 


n ar, j r 
u ff’ ne ae = 31 


„ Ipp,| 606 2 ne 
wird. Man erhält somit 
1,2, ‚n or 
1 u 1 Zu 2 y 1 4 3 N 
K K — Ö 2. n? 2 ıP.P, | p) ne ’ 


also, bei passender Wahl der Punkte p,, 
1 n—iAi1 34 
(18) Kö” n r3u 


Wählt man hier e = 7 ‚so folgt durch Grenzübergang n > © die zu beweisende Un- 
’n 
gleichung (15). 
Im allgemeinen Falle ist noch, wie bei dem Beweis von (11’), ein Grenzübergang 


von G" zu®(v-o») nötig. Damit ist der Hauptsatz völlig bewiesen. 


S 4. Beispiele. 


a) Für eine Kugel vom Radius AR ist A, = R. Es seien nämlich p,, Pa - - -, P„ be- 
liebige Punkte im Raume, O der Mittelpunkt der Kugel. Die Funktion von p 
1 1 1 n 
TITEL] 
ist außerhalb der Kugel regulär harmonisch, mit ev. Ausnahme von gewissen Punkten, 
wo sie + oo wird. Sie ist auch im Unendlichen regulär (massenlos) und hat dort den Wert 
0. Also muß das Minimum auf der Kugeloberfläche negativ sein, d. h. 


1 | I 1 n 





1 
Min( —— + — +4+::: + — )<_—, 
tie pp?  R 
Die einzige Ausnahme bildet der Fall, indem p, =p,='':=p, = 0 gilt. 
b) Analoges gilt für die Lemniskate (bzw. für den Lemniskatenbereich) 
l 
net ee Fe << 
En ze 1 a (bzw. Sa), 
IPPıl |PpPpe| Ipp| 


wenn n ein Vielfaches von / ist (vgl. $ 1,2, d)). 
c) Für ein Ellipsoid mit den Halbachsen a, b, c gılt °°) 


I 1 f dı 
(1) K = I fu (DE Lil? 
5 Va +)" +t)( +10) 

d) Für eine Strecke ist Ä=0®*). Dies erhält man z. B. aus (1), da das Integral 
auf der rechten Seite für 5-0, c—0 gegen & konvergiert. Es gilt genauer, wenn / die 
Länge der betreffenden Strecke bedeutet, 

(2) lım D„logn = - ; 


n—x& a 


Betrachten wir nämlich der Einfachheit halber die Strecke 0 <r <1. Man hat 


®) Vgl. Riemann-Weber, 23, Kapitel XIV, $2, S. 611. 
=) Hieraus folgt natürlich X = 0 für eine beliebige lineare (eindimensionale) Menge, ferner auch leicht für 
eine beliebige Kurve mit stetiger Tangente (vgl. $11, 2). 
Journal für Mathematik. Bd. 165. Heft 1. 3 
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+ 1,2,.,,,n 1 1,2,000,% _ 1 
-# - y2 
Den ai IE Br 
N 1 n —1 
4 ) 3 n 1 
(n -—_ 1)(, 1 + N ) + ee | de r 1 ) 
6) 1 1 ! 
(n — 1)" n{n - )(, ry Pre: Ez ‚) 
n®logn + O(n?), 
also 
1 


- , slim inf D,log.n. 
2 2 n>% 


Zur oberen Abschätzung der D, wollen wir die Ungleichung $ 3, (18) heranziehen. 
Wir betrachten der Einfachheit halber die Strecke -— 1 <x=1. Es seien p,, Pa» -- pP, 
beliebige voneinander verschiedene Punkte derselben, und die Kugeln %k,,ks,..., k, 
wie in $ 3, 5 definiert, e> 0. Es seien ferner die Halbachsen des Ellipsoids 


so gewählt, daß es durch den Punkt x =1-e, y =z = e hindurchgeht. Es enthält 
dann die Kugeln %k,, und man hat wegen $ 3, (18) sowie $ 4, (1) 

ıf 1 Ar; 24 
Ja = 2 Ss, D TI 
I Ya + (+1) (® +) a 


1 1-+ €)? 2 
Wir setzen hier e = = E72 .- während a aus der Gleichung 1 = 1 - log®n 


zu bestimmen ist. Für n> © konvergieren b und c gegen 0, a gegen 1. Zerlegt man 
ferner das obige Integral nach den Intervallen 0, ) und 7, ©, wo n eine feste positive Zahl 
bedeutet, so konvergiert der zweite Teil für n + & gegen 


a? 
2 J yi + 
während der erste größer bleibt als 
. EIOne. SER R. = 2 er : 5 FOR 4 logn + o (logn). 
2ya®+n/b®+i 2ya+n b? Ve+n 
Daraus schließt man 


1 1 
> —— logn +o(logn), 
We 7 23 gn + o(logn) 


also, da » beliebig klein zu wählen ist, die Behauptung. 
Aus dem letzten Resultat folgt wegen $ 3, (8) die Ungleichung 


(3) lım sup R,logn s ; i 


e) Liegt die Menge M ganz in einer Ebene, so fallen die „extremalen Punkte‘ p, 
sowohl beı AR, als auch bei D, gleichfalls in diese Ebene !*). Da ferner das harmonische 
Mittel das geometrische nie übertreffen kann, so sind diese Zahlen A,„, D, nicht größer 
als die entsprechenden Zahlen r„ und d,„ der „zweidimensionalen Theorie“. Dasselbe gilt 
natürlich auch für die Kapazitätskonstanten, d. h. es ist 











Zi 
u 





N, 


P, 
ki, 


lt 
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Ksk. 
2 
Für eine Kreisscheibe vom Radius 1 hat man z. B. A Rm=19), 
„T 
S 5. Verallgemeinerung. 
1. Die Definition der Zahlen A, D,, AR, D läßt eine naheliegende Verallgemeinerung 
zu, die nicht ohne Interesse sein dürfte. Es sei M wieder eine räumliche, beschränkte 


und abgeschlossene Menge, A eine feste reelle Zahl. Wir definieren ®) 
l 


Min Max Npml+Ippl ++ 1pmN’ 


ı) 
| R, 
| ) | n 
ferner 
I 
1.3, ...n A 
y IP, P, y 
‘) np" M: — ' 
(2) n AX \ 

(p, aut) ( n ) 
') 








Diese Extrema sind in demselben Sinne zu nehmen wie sie für #4,” - Raund DU” D, 
im $ 2 erklärt worden sind. 

Analoge Definitionen gelten in dem zweidimensionalen sowie in dem eindimen- 
sionalen Falle. Die Begriffe des $ 1 entsprechen dem zweidimensionalen Falle A 0, 
die des $2 dem dreidimensionalen Falle A I. Ist die Menge in einer Ebene gelegen, 
so ist es, wie leicht ersichtlich, gleichgültig, ob man sie als eine zwei- oder dreidimensionale 
Menge auflaßt. Analoges gilt, wenn W auf einer Geraden liegt. 

Aus einer bekannten Eigenschaft der obigen Klammerausdrücke #) folgt unmittel- 
bar, daß RÜ und DY mit wachsendem A nicht abnehmen. Die Zahlen RK und DY sind 
von A unabhängig. Ist die Menge W endlich und A = 0, so gilt RY), DM — 0, sobald 
n die Anzahl der Punkte von M übertrifft. 

Man zeigt ferner allgemein, wie in den $$ 2, 


(3°) (m + n){RÜ,ny < m {RDY -n{kÜy für 1A>0, 
(3°) (m + n) {RW N: m (RDY +n {RD} f für A<0O, 
(3) (m + n)log RW, „ <mlog RW" -+ n log R\):; 


diese drei Ungleichungen können auch in der folgenden einheitlichen Form geschrieben 
werden: 


1 
R®..< pisT ee 


3 + > 
(3) MO N m-+n 
Es gilt weiter 
(4) D’SDy 2.2 DV > .---, 
(5) DZ. 


“) Vgl. $8, 5. Bezüglich weiterer Eigenschaften der Kapazität vgl. Kellogg, 16, S. 331 (Exereises). 


») Für A= 0 sind die Ausdrücke in (1), (2) unter dem Max-Zeichen durch 
1 
1 


{pp |Ipp,|...|pp,|}” bzw. { u; "nl ) 
u<v 
zu ersetzen. Ist ferner A < O undp = p, bzw. p,, = p,, so sind jene Ausdrücke in (1) bzw. (2) gleich Null zu setzen, 
vgl. 18), 16), 
®) Vgl. Pölya-Szegö, 22, Bd. I, Abschnitt II, Aufgabe 82, S. 54, S. 55, S. 210. 
3* 
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Hieraus folgt die Existenz der Grenzwerte 


(6) lim R® — R®, lim D® — p® 
und 
(7) p” > R®?. 


Auch die nichtnegativen Zahlen A”, D” sind mit wachsendem A nicht abnehmend. 
Man kann übrigens einsehen, daß die Grenzwerte 


lim D'®, lim R” 
3>+ © i>+@ 


existieren. Der erste ist gleich dem gewöhnlichen Durchmesser von, d.h. DS”, wie man 
am besten mit Benutzung des Resultates von $ 7, 1 findet; der zweite ist mit dem 
Radius der kleinsten M bedeckenden Kugel, d.h. mit R\” identisch, wie sich zeigen läßt. 

2. Aus der letzten Bemerkung geht schon hervor, daß hier im allgemeinen das 
Analogon des Hauptsatzes nicht mehr gilt. Wir werden vielmehr im $ 9 sehen, daß z. B. 
bei einer Kugelschale für alle Werte A> — 1 


p® > R” 
ausfällt. 
3. Eine weitere Eigenschaft, welche beim Übergang von A = — 1 zum allgemeinen 
Falle verloren geht, ist die folgende: Für A = — 1 bleiben die Zahlen AR,, D„, R, D unver- 


ändert, wenn man zu der Menge M diejenigen Punkte des Raumes adjungiert, welche 
nicht zu dem in $2, III mit © bezeichneten Gebiete gehören. Eine Vollkugel besitzt 
z. B. dieselben Zahlen A,, D,, R, D wie die Kugelschale, welche ihre Begrenzung bildet. 
(Dies beruht auf der geläufigen Tatsache, daß das Minimum einer harmonischen Funk- 
tion stets auf der Berandung liegt.) Im allgemeinen Falle, d.h. für RAY, DJ, R”, D” 
ist dieser Satz falsch (vgl. $10, Tafel). Dagegen ist er richtig, wie wir jetzt zeigen wollen, 
wenn 42 —1 ıst. 


Eine leichte Rechnung liefert nämlich, daß der Ausdruck |p,p|’, wo p, einen 
festen und p einen veränderlichen Punkt bezeichnet, eine sog. subharmonische bzw. 
superharmonische Funktion ?°) darstellt, je nachdem A > O oder — 1 <A <Oist. Ferner 
ist auch log |p, p| subharmonisch. In der Tat gilt unter Benutzung des Symbols 


0° 0 0° ln 
dm 328 Ez a 5 Er (x, y, z bezeichnen die rechtwinkligen Koordinaten von p) 


(8) Alpp=ArR+1)|pp””, 
und 


(8) Alog |pop| = |pop|”. 


Daraus folgt aber die Behauptung unter Zuhilfenahme einer bekannten grundlegenden 
Eigenschaft der oben genannten Funktionen ?°). 

Analoges gilt im zweidimensionalen und im eindimensionalen Falle. Die ent- 
sprechenden Bedingungen lauten dann A >0 bzw. A241. In der Tat hat man, wenn 
d die Werte 3, 2, 1 bedeutet, je nachdem der räumliche, der zweidimensionale bzw. 1 
eindimensionale Fall vorliegt und A den entsprechenden Laplaceschen Operator be- ; 
zeichnet, 


”) Vgl. F. Riesz, Sur les fonctions subharmoniques et leur rapport ä la theorie du potentiel. Acta Mathematica 
48 (1926), S. 329—343. — Man findet in dieser Arbeit auch eine Literaturzusammenstellung. 








1d. 
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(9) Alppl=AR+d— 2) |popl”, 
9 Alog |pop| = (d— 2) |popl 


$ 6. Zur Berechnung der Zahlen R” und D”. 


Bevor wir weitergehen, mögen einige Hinweise bezüglich der effektiven Berechnung 
der Zahlen R'” und D” gegeben werden. 

1. Betrachten wir der Einfachheit halber einen von einer analytischen Fläche 
berandeten Bereich X im dreidimensionalen Raume. Wir bezeichnen mit u(p) eine in I 
definierte, nichtnegative, stückweise stetige Funktion, für welche das über M erstreckte 


Integral 


(1) Su(p)dr, = 1 
wird; dr, bezeichnet hier das Volumenelement von M. Man hat also, wenn zunächst 
> 0 vorausgesetzt wird und p,, Pa - - -, P„ beliebige Punkte im Raume bezeichnen, 


Max pmf+tlppl+::+Ipm! ie ‚leml+lpplt + ipml 


N [un pp, dr, 
— 


> Min [1 p) \pal'dr,, 


wobei der Punkt g den ganzen Raum durchläuft. aa folgt 


(2) Ru > Min { [u(p) |pq |’ a, 


(2) 
eine Ungleichung, die natürlich auch für R”, ferner wie man sich leicht überlegt, auch für 
)< 0 gilt. Um die Konvergenz der obigen Integrale zu erzielen, muß natürlich A> — 3 
sein. Für das Minimum kommen übrigens nur solche Punkte g in Frage, die in der kon- 
vexen Hülle von I liegen [vgl. !%)]; falls also die Punktmenge M selbst konvex ist, muß 
q in (2) nicht die Punkte des ganzen Raumes, sondern nur die von M durchlaufen. 

Eine analoge Abschätzung gilt, wenn M eine analytische Fläche ist. Die vorkom- 
menden Integrale sind dann Flächenintegrale, es muß ferner A> — 2 sein. Schließlich 
gilt ein Analogon von (2) mit A> — 1 auch für analytische Kurven. 

Die Abschätzung (2) ist selbst in dem ausführlich behandelten Spezialfallei = — 1 
nicht ohne Interesse. Wählt man in diesem Falle für M eine analytische Fläche und für 
a(p) die in $ 3, 3 definierte natürliche Belegung m(p), so folgt v. neuem die Ungleichung 
$3, (10). Die obige Überlegung gestattet jedoch, für AR = R'”” eine untere Abschätzung 
mittels einer passend gewählten Funktion u(p) zu erhalten, auch wenn die natürliche 
Belegung m(p) nicht bekannt ist. 

2. Zur oberen Abschätzung von AR“ dient die Ungleichung 


1 


(3) R” < Max{f[u(p) |pgl’dı,}?, 
(gaufM) 


wobei q, im Gegensatz zu (2), nur die Menge M durchläuft. Über M, u(p) und A sind 
hier analoge Voraussetzungen zu machen wie in 1. 

Wir stellen den Beweis von (3) in $7, 4 für den speziellen Fall einer Strecke aus- 
führlich dar; einen anderen, weniger speziellen hierher gehörigen Fall haben wir schon 
in $3, 3 behandelt. Der Beweis läßt sich leicht auf den zwei- und dreidimensionalen 
Fall übertragen 3). 


u. Bei dem Beweis von (3) für eine analytische Fläche 5% ist folgender Hilfssatz zu benutzen. „Es gibt zwei. 
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Ist die Menge M insbesondere konvex und gibt es eine Funktion u(p) = m(p) der 
obigen Art, derart, daß das in (2) und (3) vorkommende Integral konstant ist, wenn y 
die Menge WM durchläuft („natürliche Belegung‘), so muß 


1 
R” = {Sm(p) |p a’ di}? 
sein. Diese Bemerkung wird im folgenden mehrfach benutzt. 
3. Analog wie (2) läßt sich die Ungleichung 


1 


(4) DW > {SSntp) utg) Ip al’ dr. dr)’ 
begründen, die unter ähnlichen Bedingungen wie (2) gilt; wir haben sie in $3, 4 für 
iA = — 1 ausführlich dargetan. Beide Integrale sind hier Raumintegrale. Entsprechen- 


des gilt für Flächen und Kurven. 
Im Falle A> 0 kann man übrigens zeigen, daß { D”Y’ mit der oberen Grenze des 


Doppelintegrals 


SS utp) ut) \p al" dr, dr, 
übereinstimmt, wenn u(p) die Gesamtheit aller nichtnegativen, stückweise stetigen 
Funktionen durchläuft, für welche die Integralbedingung (1) erfüllt ıst (vgl. $3, 5). 
Es wird dabei ein räumlicher Bereich betrachtet; analoges gilt für Flächen und Kurven. 
Doch wird diese Tatsache im folgenden nicht benutzt. 
Wir wollen in den folgenden Paragraphen 7—9 die Zahlen R”, D” für die folgen- 
den Mengen berechnen: 
a) Zwei verschiedene Punkte; A) Vollstrecke. 
b) Kreislinie; B) Vollkreis (Kreisscheibe). 
c) Kugelschale; C) Vollkugel. 
Die Ergebnisse dieser Berechnung werden im $10 zusammengefaßt. 


S$S 7. Beispiele: Zwei verschiedene Punkte, Vollstrecke. 


1. Zwei verschiedene Punkte. Wir nehmen an, daß die fraglichen Punkte 
z—=—Aundze=-+1sind. Man hat dann A}? =1, DS = 2 für alle A, ferner R@ = DW. ,=0 
für A <sS0 und für allen > 1. 

Zur Bestimmung von RW” (n > 1,4> 0) beachte man, daß wegen der Bemerkung 
in 14) 


n{R?}' = Min Max 3" |2— 2, 
—1<s2,51 2= 4157 


gilt. Es ist somit 


2n{RÖP >Min U + +) 
122,51, : 
= n Min [A — 2” ++ 2) | 

—1sıs1 


-[% für 21, 
In? für O<A<si1; 


nur von % abhängige positive Zahlen a und b von folgender Beschaffenheit: Für beliebig große Werte von N kann 
5 in N zusammenhängende Teilbereiche %,, 3, - - - &y, zerlegt werden, deren Ränder stückweise analytische Kurven 
sind, die ferner die folgende Eigenschaft haben: Es läßt sich in jedem Bereiche %, ein Punkt x, angeben, derart, dab 


sämtliche Punkte des Bereiches %, zu zz, näher als UN liegen, daß ferner sämtliche Punkte von %, die zu x, näher 


als ne liegen, %, angehören.‘ Ein analoger Hilfssatz gelangt im Falle eines dreidimensionalen Bereiches zur An- 


/ 
'& 


wendung. 





ler 
y 


ür 
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ferner sieht man, daß die Schranke 2n für 2, =2%,= =. = 0 und die Schranke 
n2* bei geradem n,n = 2m, für == == — 1, Marı = me mem 1 
erreicht wird, so daß 
für 24, 
(1) Ru = ..! 
2 #* fürO<AsiIA, n gerade 


gilt. Wir erhalten hieraus 


1 für 25 
u RE. 
(2) RÜ=12 2 fürro<asi, 
0 für A<0. 
Zur Bestimmung von DW” (n>2,4>0) lege man k Punktein ce = — 1 undn—k 


Punkte nz =-+1 (k=0,1,2,...,n). Es gilt für 1>0 














‚ [le@-Ie) 
2 k(n — k)2" 2 21/03 
Gy? _ M: Zum 1 
u Zug (% n(n — 1) 
2 
also 
1 
(3) p» _I 2° * für A>0, 
0 für A=S0. 


Man hat also R® = D® für A<1 und R” <D® für 1>1. 

2. Vollstrecke. Wir betrachten die Strecke — 1 <x=<1, deren Rand die unter 
1 behandelte Menge ist. Infolge der Bemerkung in $ 5, 3 stimmen RA” und D® für} >21 
mit den entsprechenden oben berechneten Zahlen überein. Außerdem ist wegen $ 4, d) 


(4) R® = D®’ =0 füri<—1. 


Wir können also — 1 <A < 1 annehmen. Es sei ferner zunächst / #0. 
3. Zur unteren Abschätzung benutzen wir die Ungleichung (2) von $6 in der Form 


(5) R® > Min {f u(x) |x — yl'dr)?. 
1 1 


—1sysi1 — 
Hierbei ist „(x) eine beliebige nichtnegative, stückweise stetige Funktion mit 


(6) Sue) de =1. 


Die folgenden Überlegungen beruhen auf dem 
Hilfssatz I. — Essi -1<A<A,A=#+0. Das Integral 


1 1+4 


1-2) : |e—yl'de 


—1 
ist für -A<y<iAM konstant und gleich ®) 


rl 


08 5 


Erster Beweis. Man wende den Cauchyschen Integralsatz auf die Funktion 
142 
fe)=1-2) ? @-y) 


mit der in der Figur 1 angedeuteten Integrationskurve an. 





») Für A—= 0 gilt ein ähnliches Theorem; es tritt dann log | 2 — y| an die Stelle von x — y|A. 
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a 


Fig. 1. 




















Außerhalb dieser Kurve ist f(z) regulär; sie wird ferner für z> © wie — Null. Zieht 


man ‚die Integrationskurve auf die Strecke — 1 <sz=1 zusammen, so liefert das 
Kurvenintegral (nach passender Verfügung über den Zweig von f(z)) die Summe 
Y 1+4 144 


fu-9 "w-s arte fa ® (ey) da 


= (1+e”) [1 -22) * |2— ylde. 


—1 
Dies ist gleich dem Integral von 





FÜR. 
FO RAR SE.. TE. WE 
1 rt 
über einen genügend großen, positiv durchlaufenen Kreis, woraus die Behauptung folgt. 
Zweiter Beweis). — Nach der Substitution 
EEE 
1-+yr’ 
geht das fragliche ii in 
1+4 1 1+4 
a A = 1+4 s 
tar) ?® u FIRE, - 
“fl (5 - dx’ = 2(1 — y?) m dx 
über. Wendet man hier die weitere Substitution 
el Ar. 
Yi-yt 
an, so folgt der Wert 
7 
1+4 
fu gr 3d- PC r( I), w.z.b. w. 


Ein FE Beweis ergibt sich schließlich aus Hilfssatz II [vgl. (19) für m =]. 


Wir setzen nun in (5) 
1+4 


: ww a) 2 für 0<je|si1-:, 
BEER 0 für 1—e<ja|l<si, 
wobei e eine beliebige positive Zahl, e < 1, bezeichnet und C, aus der Gleichung (6) 
zu bestimmen ist. Man hat offenbar 
I\ıf1—1 
ee 


m 2) 2 BERGEN HR DEuRB. 
(7) lim 5 fe 2) 2 dx = 3 
2 
Ist — 1 <A<0, so wird der Ausdruck rechts in (5) verkleinert, wenn man w(x) in den 


1+4 
Intervallen 1— e<|z| <A durch C.(1 — a?) ? ersetzt. Ist dagegen 0 <A <1, so 


”) Vgl. $8, Hilissatz V. 








je} 


N 


so 
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bedeutet dies eine Vergrößerung; doch konvergiert in diesem Falle, wie ersichtlich, 
1-+4 


C, f 1-2) : x — yl’dx 


1—e<s|z|s1ı 


gleichmäßig iny, -—1sy<si1, mit e>0 gegen 0. Wir erhalten somit nach den Grenz- 


übergängen e>0,n — 
1 
re) ra-2) 


(8) ir 
Id I 


4. Weiter wollen wir zeigen, daß in (8) das Gleichheitszeichen gilt. Es sei dabei, 
wie oben, -—1<A<1, A#+0. Zu diesem Zwecke wird die Abschätzung (3) von $6 
herangezogen, die wir in dem vorliegenden Spezialfalle beweisen wollen. 

Es sei N ganz, N 2 2. Man teile die Strecke -—1 <x=<1ın N gleiche Strecken 
ein; sie seien der Reihe nach i,, is, - . ., iv, ihre Mittelpunkte x,, 25, . . ., 2, d.h. 


2h—1 
an u Ei . (h=1,2....,N). 
Dann ist nach der Definition von AR 
SER - i 
(9) Rn < Max >’ m|y—&ı 5 
—-1<sysıl a 


N 
wobei n, ganz ist und n, > (0, 2 n„=n gilt. 
[i 


Es sei u(x) eine beliebige positive, stückweise stetige Funktion, für welche (6) 


erfüllt ist. Wir wählen die ganzen Zahlen n, so, daß für A =1,2,..,N —1 
ur 
(10) n f u(z)de=n um =n. — dh (0 <=, <A) 
1 
ZAhTN 


wird. Dann ist für genügend große n 
N—1 N N—1 1 
‚2 n. = nF} u(x) dx +,2 A"A<non J u(e) de N —1i<n, 


1— N 


1— 


N 
so daß die aus der Bedingung, 2 nı — n bestimmte ganze Zahl nr, sicher positiv ausfällt. 
N 
Bestimmt man ferner 0, aus der Bedingung, 2 0, —=(, so gilt (10) auch für A = N. 
(Es muß natürlich 9x < 0 sein.) 
Für 0 <A <1 hat man jetzt 
N 


N N 
2 2 1. 
\’, u en \’ ur 2 \'g r _.y Fi 
ne n |Y n| PAREL “Tu »|y — al, 
_ _ _ 


und für n> oo konvergiert das zweite Glied rechts gleichmäßig in „—-ıi<sy<si1, 
gegen Null. Für -—1<A<O ist aber 


u - U N—ı 
n ; i . Y 2 %, N i 
N”’n|y-n’2 .- N my-u">2 N m|y— a, 
u N u 
h=1 h=1 h 1 


so daß in allen Fällen 
Journal für Mathematik. Bd. 165. 4 
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R” < Max x 2 un|y— an y 


—1sys 


N 
gilt. Das Zeichen 2” bedeutet hier die gewöhnliche Summe „=, für0 <A<1 und 
N—1 


die Summe ‚2 für -I1<A<O. 


Im Falle © <A <1 folgt hieraus die Behauptung unmittelbar. In der Tat kon- 
vergiert die’obige Summe für N o gegen das Integral 


1 
[ ue) |y — a’ dr, 


und zwar gleichmäßig in y„ —1<sy=s1. Die Funktion u(x) ist nun ähnlich wie bei 
der unteren Abschätzung von R” zu wählen (das Verschwinden an den Intervallenden 
ist zunächst zu vermeiden); es ist ferner, wie dort, noch ein Grenzübergang &— 0 
erforderlich. 

Im Falle — 1 <A<0O( muß etwas vorsichtiger geschlossen werden. Es sei 
o = [N®], wobei o gemäß der Bedingung 

ai. 
123 <o<i1 

zu bestimmen ist. Der Punkt y liege in dem Intervall „1 <Sk<szN,k=k(y). Man 
hat dann 


> 


[ ma)iy— ade Sue) iy— al’de = Er 2 
—1 u 


In—k|<u Ih—k|>o 


Die erste Summe ist 


2o+1 
es 

< Max u(&) - ‚Max [ Iy-al' dx 
.. ! cys 2o+1 


2 er 3m", 0 


= ü > 
Max u(x)- i77 für N>o. 


In der zweiten Summe kann |y — x |” durch |y — x, |” ersetzt werden; der dabei be- 
gangene Fehler ist nach dem Mittelwertsatz 


i—1 
Sie-zllaly) SplalE) FINE DA MN 
so daß 


1— 


S u) |y— al’ de = 
—1 


aid 


u|y— an + ex 


|r— den 


<Z, my alten, 


wobei ex = ex(y) für N > & gegen 0 konvergiert, und zwar gleichmäßig iny, -1<sy<=i1. 
Es gilt somit, wenn e eine beliebige positive Zahl bezeichnet, für genügend große N 
N—ı 


Min Z w|y— al” > Min ae de — e, 


—1<y <ı h=1 sysi_j 


so daß 





8 . 3 Be} a 7100 we 
mh er BERar ter si it - 
EFT TER. Re: 2% Be na Fr 








und 


On- 


se] 


lan 
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+ Max U u(z) |y — x|’ FAT 


—1<ysi _j 
wird. Das weitere ergibt sich wie im Falle 0 <A <1. 
Wir haben damit die Gleichung 


ae RT = | 1 TE (-12431) 
(3) 
bewiesen. Für A = — 1,0, +1 ist die rechte Seite bzw. durch ihren Grenzwert 0, - ‚1 


zu ersetzen. 
5. Wir gehen jetzt zur Berechnung von D” über. 
Die Fälle A > 1,4 s — 1 haben wir bereits erledigt (siehe 2). Es soll nun gezeigt 


werden, daß 
D” = R” (0<ı<1A) 


gilt. Wegen D®” > R” und (11) genügt es dazu 


(12) Bw —| 0<ı<s1) 
| 


nachzuweisen. 
Im folgenden benutzen wir die speziellen Jacobischen Polynome (ultrasphärischen 
Polynome) P®(x), definiert durch die erzeugende Reihe ®?) 


- — Pi’ (z) + Pla) w+ PP(x)w + ---+P(a)ur + --- 


12) D- Igor u) 


(Für » = - reduziert sich P}) auf das m-te Legendresche Polynom P,,.) Wir beweisen den 


2 
Hilfssatz Il. — Essie -i1sxsi, -—1I1sys1,i>0. Dann güt die Ent- 


wicklung 
1+4 / 
P\- T\1— ; 
(14) |x —y’= a u s 2) > — m) pP >) (x) Pr). 


Die absolute und gleichmäßige Konvergenz der rechtsstehenden Reihe folgt aus 
der bekannten Abschätzung 


RR. 


(15) pP 2)a) = Om"), 


die gleichmäßig für -—1<sr<i gilt. Es möge hier, der Vollständigkeit halber, ein 
kurzer Beweis von (15) folgen. Man u wenn T=cos&,0 SE Sa, ist, 


(1 — 2rw + u)? = (1 — we‘ JE (1 — we”)? = & u„(we" . „ZU (we”)”, 


m= 


wobei 


a) Vol. etwa H. Rau. Über die Lebesgueschen Konstanten der Reihenentwicklungen nach Jacobischen 


Polynomen. Dieses Journal 161 (1929), S. 237— 254; s. insbesondere $. 247 ff. 
4° 
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4 
= 
Bo 
H 
2) 
En 
&: 
a 


Z a 
(1 — w)? = 2 Um w" 
gesetzt worden ist. Nun sind die Koeffizienten u„, wie leicht ersichtlich, dem Betrage 
nach monoton abnehmend, ferner 
4 N 
Un = Om ” ”) 
Aus 
fr z 5", 2ikt —im—k)E| < > 
| e An (X) | . | Zure Un‘ ä | s2| ur | | Un—k | 
[5] m 
folgt also durch Zerlegung der letzten Summe in zwei Teile 3’ + I" die Behauptung. 
I fa 
Zum Beweis von (14) bemerken wir zunächst, daß aus (13) durch Differentiation 
nach w 
1 — w? - - 2 (-) 
Y = ) , ın2\2 — \ ER N 8; m 
(13°) Isa" zw w?) ZU 3 m) P\ (x) w 
folgt. Es sei w= re, w=re-",0 <r<.1. Aus (13) und (13’) erhalten wir 
(16) r [ sic (1 — 2rw + way: (1 — 2yw + Pe d 
2a) 1 — 2uw + uw? r 
FF naar ne) 
Eu nr m) m” "7 °’). 
Läßt man r gegen 1 konvergieren, so geht die letzte Reihe nach dem Abelschen Stetig- 
keitssatz in die Reihe (14) über. Auf der linken Seite können wir die Integration über 
den Einheitskreis w = ei? ausdehnen. Setzt man 2 =cos&, y=cosn und ist etwa 
<E<n<n, so liefern die fünf Bogen 
0, year u nm, 2in— 8, An — E,2u 
mit Rücksicht auf 
an w 
1 — uw? w — ısino 
ges man u Aue a | 
1 — 2rw-+ w EEE cos p — cosä | 
: (18 





1 — 2rw+ w = w & + w— 2c0s £) = 2e'? (cosp — cos), 


2 wa 
|-2yu +W= =. +w-— 208) — 2e”ir(cosp — cos) 
bzw. die Beiträge 
L 3 ] sin 177 . - 
u 3 | WER ET 2 2 
57 I cos p — cos & (cos — c08 &)? (cos  — cos n)? dp 


im 2 3 2 
we sın © — = 
ee B - — £ (cos & — c08@)” (cos @ — cos n)? dp 


& 


- 
2Z1—n 


2 4 


a A (cos & — cos)? (cos 'n — cos 9)? dp 





a 2] ai 
2 Jcosp — cosE 


n 
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2n—E 
} 2 } 


ini . 
RE :% sın © ; 
i RB, }: —_ cos & — c0SsYp)” (cos  — cos n)? d 
; ae — „ (008 & pP)” (cos p 1)" dp 


ERBE 
ee ET 


age 2n 
2 3 


ni sin 77 = - 
= Ir 2 ; i ip ” Zi ze * 
ar c08p — cos & (cos p — cos &)* (cos  — cos n)” dp 


2n—E 


Das erste und fünfte Integral ergeben die Summe 0; das dritte Integral verschwindet 
für sich. Wir erhalten somit nach Zusammenziehung des zweiten und vierten Integrals 


IE. 7 
sın 1 2 2 


2 -1 
»— [sing (cos & — c08 9)? (cos — cos n)? do 


| in! > I sin? Falrfe4) 
on 94 ee 2 , 9 am y as rn 


ng. 


Wegen der bekannten Formeln 


IT ji ) 2 
a) =r)rU-5) Urn = — RZ 
sin”, (5) 
folgt hieraus die Behauptung. 
Dieser Beweis ändert sich für — 1 <z=y<1 nur insofern, als das zweite und 
vierte Integral von vornherein fehlen. Die Gültigkeit von (14) in diesem Falle, ferner 
5 auch für x = 1 oder y = 1 folgt übrigens aus der gleichmäßigen Konvergenz der Reihe 
er | (14) für -—1sres1i, -_iIsysi. 
. | Die Entwicklung (14) gilt schließlich, wie eine vorsichtigere Analyse zeigt, auch 
| für -1<A<0Q,x=#+y. Die Reihe ist dann bedingt konvergent; für x = y wird sie 
divergent. Dieser Fall wird übrigens im folgenden nicht benutzt. 
Das eben bewiesene Resultat kann, mit Rücksicht auf die bekannte Orthogonali- 
tätseigenschaft der Jacobischen Polynome 3) 


1 ı—i 
ERREER z Hz) 
as) f Ad — 22) 2 pP\” 2) (2) pP :) (2) de = En Erler s Fe 7 n 
| be rit = ) F- ı)1— gm 


(Emm = 0 oder 4, je nachdem m #n oder m = n ist), auch in der folgenden Gestalt 


geschrieben werden: 
ıi—i 
1 1+2 e (- r (+ 


144 us ) _4 a 
1) [a-2 2 ja- ul »a)dr- ne en W 


(m +1) 
m=0,14,2,..;3 -1syz21; A>0), 





DEE 
d.h. die Jacobischen Polynome pP 2)(a) liefern die Eigenfunktionen der Integral- 
gleichung 


1+7 


1 „u 
oy)=k/1-.a2) ? x — yl’ (x) de. 
fe 
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Für m = folgt Hilfssatz I. Auch (19) kann übrigens durch komplexe Integration 
bewiesen werden °?). 
6. Die angekündigte obere Abschätzung von p®” ergibt sich nun aus (14) einfach 


folgendermaßen. Man hat, wenn -1 <x,<si (v»=1,2,...,n) ist, für O <A <s1, 
1 = j 1 n n 





| ası ul v=1 
2 
Perl) M En 
en Ertigde 
u 
Er 
so daß 
tn vH) rt -)V 
EDER mE 
3 


gilt, woraus in der Tat (12) folgt. 


S 8. Beispiele: Kreislinie, Vollkreis (Kreisscheibe). 

1. Kreislinie. Der Radius sei gleich 1. Man hat wegen RA" = D”” - 02) 

(1) RE A<-1). 
Aus der Definition von RÜ folgt ferner, indem man die Punkte p, sämtlich in dem 
Mittelpunkt des Kreises vereinigt, 

ei. 

Wegen AR%’ = 1 erhält man also 
(2) Rv=R”=4 2>0). 


— 


Die untere Abschätzung von PCIE 0) erfolgt auf Grund von $6, (2): 
Man hat 


n 1 
1 » n 
3 R® > Min ,. 2 era’ 
(3) = Mind, || er apt , 
wobei z den Einheitskreis |z| < 1 durchläuft. Nun ist für |z|) <1 
(3°) 4 ze — er’ dp = 2 A — zer’ dp 
2rı 2rı 
| ) 
SE u 
£ Ir n=0 " \ “ “ ö 
ı\2 
— 2 en 
u HE 


»2) Auf Grund der Gleichung (19), die auch für — 1<A<-0 gilt, läßt sich eine von Herrn T. Carleman 








an 
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monoton wachsend mit |z|, so daß das fragliche Minimum für |z| = 1 erreicht wird. 
Man hat somit 


(2) — E f ea 2 Y ” GE f ’ ! Yp 7 d. 
u I |1- er | do . 2sin, dp 
7 ’ u. 
T’(i1-+34)? 
(4) = 2.» 
Ru |, 
r M Pr 2) 
Da das Integral (3°) für |2| = 1 konstant ist, so kann wegen $6, (3) geschlossen werden, 


daß in (4) das Gleichheitszeichen gilt, - 1 <A<0. 
Dieselbe Rechnung liefert gemäß $6, (4) 


nn 1 7 - 

B. | , 4,1? 

(5) al Fer e" Fapıdat = 13; [11 Elan} 

-. —n 
TA + 4% 
BER: ie. R Fe 

4\1 
ri1+5) 


eine Abschätzung, die natürlich für — 1 <A < 0 aus (4) folgt. Für A = 0 ıst der letzte 
Ausdruck durch seinen Grenzwert 1 zu ersetzen. 


2. Zur oberen Abschätzung von D benutzen wir die folgenden Hilfssätze: 


Hilfssatz III. — Es si 0 <r <1. Die Koeffizienten der Entwicklung 
Äh 


(6) (1+r?— 2rcosp)” =a,(r)+ 2 Zaulr) cos mo 
sind für A <0O sämtlich postw. Für <A <2 gelten die Ungleichungen 
a(r)>0; ar) <O, ar) <O, ar) <O,.... 


Bezeichnet nämlich f(cosg) die Funktion auf der linken Seite von (6), so hat man 
für m ZA nach einer Formel von Jacobi (vgl. Pölya-Szegö, 22, Bd. II, Abschnitt VI, 
Aufgabe 6, S.76 bzw. S. 267) 


72 


a } u 
TA(r) vn [ fteos 9) cos mp dp Bu 1 “Eu (2m Bee 1) | (cos p) sın-” Y do. 
0 0 


Es habe nun f(x) in dem Intervalle — 1 <x <1 konstantes Vorzeichen. Die letzte 

Formel besagt, daß der m-te Fourierkoeffizient von f(cos@) dem Vorzeichen nach mit 

(x) übereinstimmt. Der Fall A <0 erledigt sich übrigens auch durch die Zerlegung 
2 2 3 


(1 + 7? — 2r 008 9)? — (1 — re®w)2 (1 — re): , 


Nach dem Grenzübergang r —1 erhalten wir für die Koeffizienten der Entwicklung 
} 4 ” 
(6’) ‚2 sin 2 '=,+2 2 An cos mp 


die Ungleichungen 


behandelte Aufgabe auf eine neue Weise lösen. Vgl. T. Carleman, Über die Abelsche Integralgleichung mit kon- 
stanten Integrationsgrenzen. Math. Zeitschr. 15 (1922), S. 111-120. 
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- m Z0 für -I<IA<O, 
(2 An SO für 0<i<s2 


Dies könnte man für — 1 <A 1 auch noch anders einsehen, vgl. Pölya-Szegü, 
22, Bd. II, Abschnitt VI, Aufgabe 36, S. 81 bzw. 
S. 273— 274. 

Die Koeffizienten von (6’) lassen sich auch in ex- 
pliziter Form berechnen ®). Auf diese Weise können die 
Ungleichungen (7) bestätigt werden. In der Tat erhält 
man durch Anwendung des Cauchyschen Integralsatzes 
auf die Funktion 


(m =1,2,3,...). 








a aan ee er EEE 


m 


2 
ERS EE 


längs der in der Figur 2 angedeuteten Integrations- 
kurve 





Fig. 2. 


4 


Da Ti+4 . ” 


r(1+ . + m) r(1 + 2-2) r(1+ 5 +m) ' 


Diese Formel gilt übrigens auch für m = 0. Sıe liefert ohne weiteres die obige Behaup- i 
tung bezüglich des Vorzeichens von qa„. 


sin” TA +2)T(m — 








7T 


Die Entwicklung (6) ist für alle Werte von gültig, während (6’) für A > 0 restlos 
gilt, für —1 <A <O dagegen nur mit Ausnahme von 9 =. 


Weiter brauchen wir den 


Hilfssatz IV. — Es seien 91, 99 - - -, 9, beliebige Winkel, m eine positive ganze 
Zahl. Man hat 


; 79. FORD n 
(9) z coamop,-Pp)Z2— - 


u<v 2 


n 


Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus der Ungleichung 


n n 


y ‚ cos m(p,— 9,) = (2 cos mp,) + [2 sin mg,) >. Ä 


y=lv= 


3. Wir wollen nun D® zunächst für —1<A<0O nach oben abschätzen. i 
Man hat H 
B,B,s0 n 


{DPY = Min —— N en _ er? 


wobei 9, 93, - - -, 9, sämtliche reellen Werte durchlaufen. Es ist aber für0O <r <1 
r |e'tu — e®|? = 2r (1 — cos (p, — 9,)) 
<1+r- Ic (p,—9,), 
so daß nach (6) und Hilfssatz IV (es ist a„(r) 20, m =1,2,3,...) 





33) Vgl. etwa E. T. Whittaker and G. N. Watson, A course of modern analysis, 4. Auflage, Cambridge 1927, 
S. 263, Aufgabe 40. 





‚egö, 


I | 


tup- 


tlos 


ıinze 


‚en. 


927, 
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— iu nn... 2 
7 . en u 4 
m Mag Uran 
u<v u<v 
(3) (3) 


1.2... 


Pr a,lr) rY 2 >’ Am(r) \' cos m(p, FR P,) 


m ih u<y 
‚2 


) an 
= ao(r) Be En 2 A„(r) 
m=]1 
gilt. Hieraus schließt man 
2 c a 
2 pay > 4 © 
r:{D y = a/r) wi 2, Ar). 


Nach dem Grenzübergang n > © ergibt sich somit 


, 


2 B 
r? {D®Y > a,(r) = 5 / (1 +72 — 2r cos p)? dp, 


woraus für r>1 


„ 1 e 1 1 
! g| : Y 4 . pl, \?_ 7TA1+4)% 
G) I: en 2 e. ) |. u Mei 
BP’. 2 (2 — 2cosop)?dp 57 sn z| do 
ni 2 | 2\ 
rli+3) 
hervorgeht. Damit ist die Gleichung 
1 
. 2,7 
(10) De ’U+%) ; 
) . 
r(i = 5 
für -1sA<s0 bewiesen. Für A = — 1 und A = ist der rechtsstehende Ausdruck 


durch 0 bzw. 1 zu ersetzen. 

Im Falle 0 <A = 2 erfährt diese Schlußweise nur eine geringfügige Modifikation. 
Sie gestaltet sich jetzt insofern einfacher, als der Grenzübergang r — 1 sich als überflüssig 
erweist. Man hat wegen (6’) und Hilfssatz IV (es ist a, <0 fürm =1,2,3,...) 


9% OBEN n 1.2.00 u 1: A 
1 h% | e't" nu er? 2; 1 E 2 sin fd . 
2) * He 
2 2 


m 


a& y Am we DR 
“+22 21 Fu m(p,— 9,) 
m— u<v 
2, 


2 x 
SP 
a a I” 
folglich nach dem Grenzübergang n — & 
1 
1 A 
Miet, 
[AN 
I e -1- 3) 


Journal für Mathematik. Bd. 165. d 
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4. Es sei schließlich A > 2. Wir zeigen in diesem Falle 


(11) Do 73. 
1 
3 1 En 
Für 41=2 ist dies wegen To, —22 bereits bekannt. Nun gilt D” > gi sogar 


für A> 0, da D” eine monotone Mengenfunktion ist [vgl. $ 7, (3)]. Andererseits sieht 
man unmittelbar, daß der Ausdruck 


er 1 u a a 1 u p, Ben P, 

N ee ah Er 
9) * Se 
2 


mit wachsendem A abnimmt. Hieraus folgt dasselbe für wi ? d.h. es gilt, wenn 
122 ist, 
m. DoY < at 6 ir < DUIT, 
2 2 1 
pP <2 (Dr — 2 w. z.b. w. %), 


5. Vollkreis (Kreisscheibe). Der Radius sei gleich 1. Infolge der Bemerkung 


in $5, 3 stimmen die Zahlen R'”, D° für A > 0 mit den oben für die Kreislinie berechneten 
Werten überein. Außerdem zeigen wir in $ 10 


(12) R®” = D® -0 Bu 
Man kann also im folgenden stets —2 <A < 0 annehmen. Es gilt übrigens [vgl. $ 4, e)] 
(13) en DR 
= 


Wir zeigen, daß 


7 2 
SELBER WE 
(14) RP = 1 —— tl —— (-2<ı<0) 
2] in 
2 2 
ist. [Man vgl. (14) mit $7, (11).] Für A = — 2 und A = 0 ist der letzte Ausdruck durch 


0 bzw. 1 zu ersetzen. 


Zum Beweis von (14) genügt es nach $ 6, 2, eine im Innern der fraglichen Kreis- 
scheibe stückweise stetige, nichtnegative Funktion m(p) anzugeben, für welche 


Sm(p) do, = 1 
gilt und das Integral 


»), Man erhält genauer Dear =2 — j’ folglich 


1 


_ 1 
Das) 2% 
n "\n—]1 


Schreibt man diese Ungleichung in der Form 


pa < ) DD», 


n—|]1 


I 


so trifft sie, wie die Überlegung in 3 zeigt, sogar für 2>0,n = 2,3,4,... zu. Hier gilt das Gleichheitszeichen für 


1Z2,n zerade. 





Ar 
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(15) [m(p) |\pa\’do, 


(-—2<A/A<0) 


von q unabhängig ist; hier bedeutet g einen beliebigen Punkt der Kreisscheibe, do, ihr 


Flächenelement. 
Diese „natürliche Belegung‘ wird geliefert durch den 


Hilfssatz V. — Essee -— 2 <A<0. Das Integral 


5 _2+2 HER 
S Su-r) ?|2—re”|rdrdp 
0 —n 
ist für |2| <1 konstant und gleich 
7: 
 ; 
— Sin, 


Das ist das „zweidimensionale Analogon‘“ des Hilfssatzes 1. 


RL. 244 
dort betrachteten Belegung (1 — r?) ° tritthier 1 —r) ?. 
angeführten zweiten Beweis mühelos auf diesen Fall übertragen. 


Wir setzen £ = re” und wenden die Substitution 


„„..s3r% 
’ A+zZ 
an, wodurch der Einheitskreis in sich transformiert wird. Man hat 
1 —- 121) 4 - 18°) 
1 r=1- |? = — — 
m te 
da — [2 ad d£ 1— 2)” 


Tre Tee er 72 


An die Stelle der 


Man kann den dort 


so daß das fragliche Integral in das folgende übergeht (wir schreiben wieder £’ = re'”): 


2+4 


A _ r2 2 
d-jzp: "fs e ad rdrdp. 


> zreir 2 
Die Integration nach 9 liefert 


244 PH — r?) 2 


2r(1 — |z|?) | Teer - dr. 





0 
Setzt man hier 
1—r 
— =, 
1 — |2|?r? 
so folgt schließlich der Wert 
1 - —_. 3 ji 7: 
— sin 
2 
Die „natürliche Belegung‘ wird also 
> 2+ y 2+49 
m(p)=(i—r) fifa —n) : "rt da - fh) 8, 


0—ı 


und das Integral (15) erhält den Wert 
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& 
% 
# 
N 
x 
3: R. 
R 
g 


a 
ii m 2 N 
Eu E 
— sın D% sın 5 
R 
womit (14) bewiesen ist. i 


$ 9. Beispiele: Kugelschale, Vollkugel. 


Die Methoden und Resultate dieses Paragraphen sind denen des vorangehenden 
sehr ähnlich. Wir können also die Ausführungen etwas kürzer fassen. 

1. Kugelschale. Der Radius sei gleich 1. Wir werden weiter unten [vgl. (9)] 
D”"" = 0 zeigen. Daraus folgt 


(1) R” = D9 0 üs—-2 
Ferner hat man (vgl. $8,1) RÜ <1, also wegen RK» _1 
(2) Ey Zr 6 -U. 
Wir schreiten zur Berechnung von R” (-2<A<-— 1). Man hat 
| ET; - 
7 (2) \ Bent | 7 2 
(< ) R = or. | ıpq| de, ’ 


wobei p die Einheitskugel E und g das Innere derselben durchläuft. Bedeutet o den 
Abstand von g vom Kugelmittelpunkte, so wird der Ausdruck in der geschweiften 
Klammer { } gleich 





ı ff j 2. af j a 
[| + @®- 20 cos 9) sin ddddg=-, [li+e — 20x)? dx 
00 —1 
a Area 1 Hfät2)a 
Io + 2) ran +1) 


Dies wächst monoton mit o, da sämtliche Binomialkoeffizienten positiv sind. Man erhält 
somit füro =1 
1 


Paar) j (-2<iA<-—I1). 


— 
ar 
— 


Da das Integral (3) nur von o abhängt, so ist es konstant, wenn g die Einheitskugel E 
durchläuft. Hieraus schließen wir, daß in (5) das Gleichheitszeichen gilt. 
Eine ähnliche Rechnung liefert [vgl. $ 8, (5)] 
1 


(6) D®>2 € + 2 >= 
eine Ungleichung, die für — 2<A< — laus (5) folgt. Für A = 0 ist der letzte Ausdruck 


2 
durch seinen Grenzwert — zu ersetzen. 
Ve 


2. Zur oberen Abschätzung von D dienen die folgenden Hilfssätze. 


Hilfssatz VI. — Es si O<r<i. Die Koeffizienten der Legendreschen Ent- 
wicklung ®) 


») Diese Entwicklung geht für > — 2,r—1 in eine von F. Neumann berechnete und von Stieltjes dis- 


kutierte Reihe über. Vgl. L. Fejer, Über die Laplacesche Reihe, Math. Ann. 67 (1909), S. 76-109: s. insbesondere 
Ss. 10. 








PN 





EEE A ES 
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A 


(7) (1 +r? — 2r cos #9)? = 2 cm(r) Pm (cos 9) 


(P„ das m-te Legendresche Polynom) sind für — 2 <A <O sämtlich positiv. Für0 <A<2 
gelten die Ungleichungen 
ar)>0; af)<0, clr)<O, cslr)<O,. 


Bezeichnet nämlich (cos #) die Funktion auf der linken Seite von (7), so folgt 
durch m-malige partielle Integration 


9 1 d"" 
—— &n(r) = | f(x) Pulz)dr = f(x 2) m — 1)" dx 
2m +1 J if dx 


. cr fe (2? — 1)" dr. 


Nun ist in dem ersten Falle offensichtlich f”(z) > 0 für jedes ,— 1<xr<1. Im 
zweiten Falle ist c,(r) > 0 klar; man hat ferner f”(x«) <0 fürm >21, -Asr<i. 


Die Entwicklung (7) gilt übrigens im Falle A> 0 auch für r=1, ım Falle 
— 2 <A<0 jedoch nur, wenn 0 <d <a ist. 
Weiter brauchen wir den 
Hilfssatz VII. — Bezeichnen 9,9, (v =1,2,...,n) beliebige Punkte auf der 
Einheüskugel (9, ist die Poldistanz, p, die geographische Länge), bedeutet ferner y,, die 
sphärische Entfernung der beiden Punkte ® ,p, und Ö,, @,, so ist 
su n 


(8) 2 Puls yw)2 — 5. 


u<v 


In der Tat folgt dies unmittelbar aus dem Additionstheorem der Kugel- 
funktionen %) 


P „(cos y,,) = P,(cos ®,) P(cos 9,)+ 2 2 e N Pk (cos #,) P% (cos 9,) cosk(p, — ,), 


wobei die ?}, die zugeordneten Funktionen sind. Nach Verwandlung von cos k(p,— 9,) 


stellt sich die Summe der n? analogen Glieder, u,» =1,2,...,n, als eine Summe von 
2m + 1 Quadraten dar. Man erhält somit 


‚2, z P „(cos Yun) z 0. 


3. Es sei zunächst — 2 <A<0. Die Punkte p,, Pa - - -, p„ mögen unabhängig 
voneinander die Einheitskugel E durchlaufen; y,, bezeichne die sphärische Entfernung 
des „-ten Punktes p, von dem »-ten Punkte p,. Man hat 


{DPy =Min_—— {21 — cos y,)}?. 


Weiter gilt, wenn O<r <1 ist, 


3) Vgl. etwa Riemann-Weber, 23, S. 400. 
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i 
1,2 4 1 D.C ’ 


r2 gan. M L ’ - 
ER, 5 u 2 > -—— 1 :—-2 s 
( ” | < {2(1 — cosy )E 2 (" | > +7 r cos y,,) 
2 2 
© m 
Cm(r 
u. .. ? 2 P „(cos y,,) 


2 
4 oo 
= co(r) — 2. zZ Cr), 


m=1 


woraus ähnlich wie bei der Kreislinie, 


1 1 k i a1 ; 
D” <lim {c,(r)} = > fe — 2 c08 9)? sin 40} = 2 F > 2) 
rl 

0 

folgt. Damit ist die Gleichung 
} A\ 

(9) DD” -2(1+) 
für -—2<s/A<0 bewiesen. In den Fällen A = — 2 und A = 0 ıst der rechtsstehende 


Ausdruck durch O bzw. el zu ersetzen. Für 0 <A <2 erfährt diese Schlußweise eine 


Ve 


analoge Vereinfachung wie bei der Kreislinie. Es gilt somit (9) für —2<s4A=2. Man 


hat z.B. D” — » ”), 
Ve 
4. Im Falle A > 2 zeigen wir 
1 
(10) a 
1 
Für 4=2 ist dies bereits bewiesen. Außerdem gilt D" > 3 sogar für A > 0 [vgl. 


$8, 4]. Nun ist 


en ga — c08 1y: Mn.3 "ind 
n\ Pan n 2 
| 9 u<v | 9 u<v 


\ 


eine monoton abnehmende Funktion von A, woraus die Behauptung wie in $8, 4 folgt °*). 


5. Vollkugel. Für A> — 1 stimmen R®”, D” mit den bei der Kugelschale be- 
rechneten Werten überein. Außerdem gilt, wie wir in $ 11 zeigen wollen, 








(11) R®” = D® =0 u — 3). 
Wir können somit —3<sA< — 1 annehmen. Wir zeigen 
1 
1 Ei 
k&rk-2) 
(12) dr BB Es (-3sis—1). 
r(3) 
| 2 
[Man vgl. $ 7, (11), $8, (14).] Für A = — 3 ist dieser Ausdruck durch O0 zu ersetzen. 


””) Einer brieflichen Mitteilung von Herrn Fekete zufolge (13.8.1929) hat Herr Hevroni schon früher 


18 
pp) > | / 0 bewiesen. 
4 





3 
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8 
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s Dazu ist wieder nur die Kenntnis einer „natürlichen Belegung‘ der Vollkugel 
nötig. Diese liefert hier der 
A Hilfssatz VIII. — Essei —3<A<-—1. Das Integral 
Inn 3-44 2 
[SS (1 —r) : (0®— 2orcosd-+r?)? r?sin ddrdäddg 
00—n 
ist für O So 1 konstant und gleich 
2 —_ n[3+1 1+2 
— = ar (3 (22). 
— (08 — 
2 
Führt man nämlich die Integration nach und 9 aus, so ergibt sich 
?r r Ser! + ı4+2 A “ N 2n a 2 2 : i+2 | 
Fi — r‘ "mr | — !r—o rar = — , — r“ -“ ır—o| rar. 
NEE] ce Se + EEE 
Zur Berechnung des letzten Integrals wende man den Cauchyschen Integralsatz auf 
die Funktion 
f)=1-2) ® (e- 2)" 
an; die Integrationskurve sei dieselbe wie bei dem ersten Beweis von Hilfssatz I [Fig. 1, 
y= o]. Man erhält 
o 3-44 j 1 3+4 
fu-r) ® (-rY"rdr+e”" fi—r) ® (r— oW"”rdr 
—1 o 
v 3+4 - + 
 /ti—-r) ?(r— 0) '"rdr — Ef (1—-r) 2 (o— r)""rdr 
1 ) 
= (1+e®m) [1—r) ® |r—ol*”rar. 
—1 
Dies ist gleich dem Integral von 
miz3 AR = 1+2 ‚„i—3 „1-3 
et (a4) 0] ee et arar 
über einen beliebig großen, positiv durchlaufenen Kreis. Hieraus folgt 
1 S+ di- 
fu-r) ?:|r-— of'"rdr= — 2nie : el En. = ern 
= 1-+e ni 
08, 
d. h. der Hilfssatz VIII. Die gesuchte ‚natürliche Belegung‘ wird somit 
| A 
E » Ian 83-4 i rii-3) 344 
n(p)= (1 — Fu 2 (i—r) ? rsın ddr dd dp} = - 3) —1ri i—nr) °, 
j i r\; r\- ) 


woraus die Behauptung hervorgeht. 


$ 10. Zusammenfassung. Bemerkungen. 


1. Die Ergebnisse der letzten drei Paragraphen lassen sich in der folgenden Tafel 
zusammenfassen: 
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Be Fre EEE 

















'R®, D stimmen überein 





















































MM R% | p®) | Rap | für 
| a und A, b und B, c und C 
———— nn u; — ——— u; = gr u — —_——_— — —— — 
| ze >21 2 / A>0O | jafür Aası 
| 1- 
a) Zwei Punkte in der Entfernung 2 E* O<ı=sl oo 
| 0 ı<0 0 So nein für A>1 jafür A21,IS-1 
| . 1 vr 
| PIE 
| 1 ‚21 2 4 „21 90 
= , ; , ı jafür A<-1 nein für —1</A<I 
E= 
re)r(- IEEnen 0151 
A) Vollstrecke von der Länge 2 N — —1sıs1l I _— 0sı<s1 
4 (5) r( 5) nein für ‚>1 
In 2. 45-1 0 is-1 
| ı— 1 
1 ,Zz0 27 i>2 
1 1 . .. 
| 3 1 ja für .<0 
+ |  ra4n aa ee 
b) Kreislinie vom Radius 1 2 2 
ji 2 2 2 
| r(i , :) r(i + 5) nein fr A>0 
0 ı<—1 0 ı1Ss-i ja fü 20, 4As—2 
a ee Mani « r 
une 
| 1 ü i>0 . ı=2 nein für — 2<I<0O 
| as 13 1 ja für Ss —%2 
| 2 ri 1 Ä 
B) Vollkreis vom Radius 1 | Br — 2SIS0 74+ e. . 0SiA<s2 
| sin — A\A 
| 2 ri E= 5) nein für „>00 
| 0 is—2 0 ıis—?2 
— — — —————— | en ET Enns 2 Be =. 1 — mn — 
1 un Dr, >22 | jafü A<-i 
1 1 
Kugelschale vom Radius 1 2(1 a) ° Eh hr <ire 
c) ugeischaie vom Ka | & + 5) son m - + 3) m-.“_h> nein für i>-—-1 
0 5 .<— 2 0 iS—-t | jafürri2—- 1L,A=—3 
| Pe 2 | 
1 »>2—1 2 4 =22 ja für iAs—-3 
1 | nein fir —3<A<—1 
[3+#\7 4\)? | 1 | 
u in Ir“; Pi - 5] re »\ 23 | 
C) Vollkugel vom Radius 1 nERAm 3<ıs-ı alı+$) 1<A<S2 neinfür A>-1 
| | 2 | u 
() 2 < 3 0) 3 < g| | 
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Die Zahl R'” ist in allen sechs Fällen für sämtliche Werte von A berechnet worden. 
Unbekannt ist D” 
im Falle A) für -1<I<(, 
im Falle B) für -—2<})<ß(, 
im Falle C) für -3<I<—1. 


2. Die Behauptung der letzten Spalte ist mit den Ungleichungen 


|, 














(1) ea 43 3... >2 ((<A<1), 
T\: 
Du 
ni 1’ 1 
(2) En LE u er Ai 
Pe Pit +2) 
1 
.(3+3 A\]? : 
(3) 5 rtn3)| > 2(1+ 2) ieh 
Dr 1 








leichbedeutend. (Es ist R” < D” zu berücksichtigen.) Man kann diese Ungleichungen, 
8 g 


wie eine leichte Rechnung zeigt, folgendermaßen zusammenfassen: 
1 


rl r() ru-1+2 
rla-143) rl) 


\—-d<i<2—d), 
wobei d bzw. die Werte 1, 2, 3 bedeutet. Sie folgen mit dem Zeichen 


aus der Deutung der einzelnen Seiten als A” von geeigneten Mengen. Man kann sie aber 
leicht auch direkt begründen, wobei sich sogar das Zeichen > ergibt. 


In der Tat hat man wegen $7, Hilfssatz I, 0 <A <1, 


HN Tr (1 - =) e (i BR 3) f« E Pair BFRTR +2) dr 





(4) 





J 











> trivialerweise 


A  e. 


Nun gilt für -A<xr<i1 








A-2’+1+>?, 


woraus wegen $ 7, (7) 
1 


a, (aaa 
1DEEEE 


folgt. 


Journal für Mathematik. Bd. 165. 
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Zum Beweis von (2) berücksichtige man $ 8, (3°) sowie Hilfssatz V. Man hat für 
— 1<iA<0, Dsr<i 


i R a > : ra 2 
In be r(i 6 - 
2 
folglich 

2-2 = Mr 
Er Da u | Ju-m® 1 — ref’ rarip <a [um Fi: A 
sin u ri s | 

TA+4) 

FRE) 

1+3) 


Analog folgt (3) aus $ 9, (4) sowie aus Hilfssatz VIII. Es ist für -—2<?7<-—1, 
0sr<i 


.T 


fa — dr cos dt r2)? sind dd = 





A+r”— M- N ar + N, 


1 
2 2r(} + 2) 


Ö 





> | | 
U — rn? u nö 
r( 3) | or = ' A ff BER w r 2r cos d + r?)?r?sin ddrdd 


rüı = ı) [ Mo. m a 
La: 
u. (144), w.z.b. w. 


3. Wir haben in unseren Beispielen die asymptotische Verteilung der Extremal- 


punkte bei DV’ und A% (A fest, n oo) nur in wenigen einfachen Fällen nebenbei gefunden. 
Für die Strecke, Kreisfläche und Vollkugel stimmen diese „Endverteilungen‘‘ in den 
Intervallen —d <A < 2 —d, wo d die Bedeutung in (4) hat, — und diese A-Intervalle 
sind besonders interessant — vermutlich mit den oben berechneten ‚natürlichen Bele- 
gungen‘ überein. Man gelangt zu einem anschaulichen Verständnis der obigen Tafel, 
indem man das Verhalten dieser „Endverteilungen‘‘ bei wachsendem A verfolgt. 


Die drei Fälle, die wir in den $$ 7—9 behandelt haben, nämlich der lineare, der 
ebene und der räumliche Fall, sind so ähnlich, daß wir uns bei der Beschreibung der Ver- 
hältnisse an den letzten halten können. Die „natürliche Belegung‘ der Vollkugel ist 
für —3 <A <— 1 (vgl. Ende von $ 9) über das Innere derselben stetig verteilt. In der 
Nähe von A = — 3 ist die Verteilung nahezu gleichmäßig und wird, wenn A wächst, immer 
dichter gegen die Berandung. Für den Wert A = — 1, dem der wichtige Fall des Newton- 


schen Potentials entspricht, gehen die „‚Endverteilungen“ für D” und AR” auseinander. 


Die „Endverteilung“ für D'” geht völlig in die berandende Kugelschale über und erfüllt 
diese gleichmäßig. Sie verbleibt in diesem Zustande bis zum Wert A — 2. Beginnend 


LEN, 








für 


m 
Il 
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mit dem Wert A = 2 konzentriert sie sich in zwei diametral gegenüberliegende Punkte. 
Die „Endverteilung‘“ für R'” vereinigt für A>—1 die ganze Masse im Kugelmittel- 


punkt. 
Im Falle der Kugelschale ist die „Endverteilung“ für D” und R'” dieselbe, solange 4 
zwischen — 2 und — 1 bleibt. Von dem kritischen Wert 4 = — 1 ab stimmt die Vertei- 


lung für Kugelschale und Vollkugel völlig überein. Zwischen —2 und —1 erstreckt 
sich die „Endverteilung‘ für die Vollkugel über das Innere und für die Kugelschale bloß 


über die Schale selbst. Daraus erklärt sich die Verschiedenheit von D'” bzw. R'” für 
Voll- und Randfigur in diesem Intervalle. 


8 11. Über die „Dimension” einer Menge. 
1. Wir haben oben gesehen, daß für die Kreisscheibe und für die Kugelschale 
(1) D" = R®” 0 G<—-N. 
(2) D®” > R®">0 un 
gilt. Dieses interessante Resultat behält seine Gültigkeit, wie wir jetzt zeigen wollen, 


für eine beliebige Fläche mit stetiger Normale. 


Die Behauptung (1) ist zunächst offenbar richtig für ein beliebiges ebenes Flächen- 
stück. Weiter betrachten wir ein Flächenstück mit stetiger Normale, das man einein- 
deutig auf eine Ebene projizieren kann. Die Normale sei in keinem Punkte zu dieser 
Ebene parallel. Bezeichnen dann p und g zwei beliebige Punkte der Fläche, p’ und g’ 
ihre Projektionen, so bleibt der Quotient 


ıpgl 

Ip’q’\ 
offensichtlich kleiner als eine nur von der Fläche und der Projektionsebene abhängige 
Konstante A. Hieraus folgt, daß die zu der Fläche gehörige Zahl D” das A-fache der 


zu der Projektionsmenge gehörigen Zahl D\” nicht übersteigen kann. Sie muß somit, 
wenn AS — 2 ist, für n> oo gleichfalls gegen 0 konvergieren. 


Eine ähnliche Schlußweise lehrt übrigens die Richtigkeit von (2), sogar gleich für 
eine beliebige Fläche mit stetiger Normale. In der Tat kann man ein genügend kleines 
Stück einer solchen Fläche stets eineindeutig auf eine Ebene projizieren. Beim Über- 
gang von dem Flächenstück zu der Projektionsmenge kann die Zahl R% nur abnehmen. 

Zum Beweis des Satzes (1) für eine beliebige Fläche mit stetiger Normale ist noch 
die folgende Bemerkung zu berücksichtigen. Gilt die Gleichung D” -0 (A <0) für 
zwei Mengen WM’ und M’, so gilt sie auch für W +M’. Es seien nämlich die Punkte 
Pi» Pa» - - -, P)n auf M’ +M’ so gewählt, daß 


1,8... 


Yinn.'= (3) 


u<v 


wird, wobei D, = DV die zu M-+M’ gehörige Zahl bedeutet. Man bezeichne mit 
n’ und n’’ die Anzahl der zu WM’ bzw. der nicht zu WM’ (also zuM’’) gehörigen Punkte, 


, Fr . Bi n . 
n’-+-n" =n; es sei ferner etwa n’ > 1% = N. Dann ist offenbar 


n 2 n’ 7 
(3) 2 (7) DR, 
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wobei D} zuM’ und zu demselben Werte von A wie 1% gehört. Man hat aber r >e | n 


wo c eine feste positive Zahl bedeutet, so daß wegen $ 5, (4) 
1 1 


D. <c* Di <c* Di 
ist, woraus für n— © die Behauptung folgt. 
2. Man kann übrigens (1) auch direkt, unabhängig von den Resultaten der $$ 8, 9 
begründen. Es genügt wieder, ein ebenes Flächenstück, etwa ein abgeschlossenes Quadrat 


0 zu betrachten; man kann ferner A = — 2 setzen. Es sei n positiv ganz, n > 2, und 
die Punkte p,, Pa, - - -, P„ von Q so gewählt, daß 

1,2,... n ie n Se 

%, TR R Io (2) Ds } 

u<v 


wird. Wir teilen Q@ in 4 kongruente Teilquadrate Q; ein und bezeichnen mit n; die Anzahl 
derjenigen Punkte p,, die in @, liegen (i = 1, 2, 3, 4; die an der gemeinsamen Begrenzung 
zweier Teilquadrate gelegenen Punkte werden etwa dem mit kleinerem Index zugewiesen). 
Man hat dann 

(—2) 


(3 ) {D"Y’> >> (7) 5 + nn + nn ++ nen) D*, 


i=1 
wobei D den Durchmesser von Q@ bedeutet. Beschränkt man sich nun auf eine solche 
Folge von n-Werten, für welche die Grenzwerte 
lim — a (i=1,2,3,4) 
existieren, so folgt unter der Voraussetzung D'"” > 0 


> PR u 4 2 er 
DPF SID °4 La +2 (00 + 005 + +00) DT", 
also 
4 
1 24 Zar. 


1 


4 
Wegen 2 %; = 1 kann die zweite Ungleichung nur fürs, =, =, =, = % bestehen; 


dann lautet aber die erste 


022(s)(i) >" 


was offenbar unmöglich ist. 
Noch einmal zusammenfassend erhalten wir also: 


Für eine beliebige Fläche mit stetiger Normale güt D”’=R” =0 bi A<-—2 
und D’2ZR”>0beäii>—2. 

Die durchgeführte Schlußweise ergibt allgemein: 

Es seiM eine beschränkte abgeschlossene Menge, 


NMEM+M+ HM, 
und die t Teilmengen M,,M,, . . .,M, seien einander kongruent und W ähnlich, und zwar so, 


daß die entsprechenden linearen Abmessungen in M und M, sich wie 1 zu ® verhalten, 
0<®<A. Dann ist 








che 


‚4) 


en; 


en, 
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Im eben behandelten Fall des Quadrates hatten wir i = 4 Teilquadrate und es war 
=}. Indem wir einen Würfel in t =8 Teilwürfel mit 9 = } teilen, erhalten wir 


pD”=0. Also: 

Für eine beliebige beschränkte und abgeschlossene Menge gut D®” = R” = 0, sobald 
1<—3 ıst. 

Für eine Strecke ergibt die Teilung in i = 2 Teilstrecken mit 9 = $ ein schon aus 
$ 4, d) bekanntes Resultat. Wir erhalten durch ähnliche Schlüsse wie vorher: 

Für eine beliebige Kurve mit stetiger Tangente ist D” = R” = 0, wenn A< —1, 
und D®’ > R®”> 0, wenn A> — 1®). 

3. Es sei M eine beliebige endliche oder unendliche Menge. Ist sie unendlich, so 
möge sie beschränkt und abgeschlossen sein. Die obere Grenze sämtlicher Werte von A, 
für welche D’(M) = D® bzw. R”(M) = R” verschwindet, bezeichnen wir mit — d’ 
bzw. — d’ 3%). Aus der Ungleichung $ 5, (7) folgt d’ > d’”. 

Nach dem Vorhergehenden gilt für eine Kurve mit stetiger Tangente d’ = d’”’ = 
und für eine Fläche mit stetiger Normale d’=d’ =2. Enthält WM eine Vollkugel, 
so muß d’=d’”’ =3 sein. Enthält M nur endlich viele (mindestens zwei) Punkte, so 
ist (vgl. $7, 1) d“=d’ =0. | 

Beim Übergang von einer Menge zu einer ihrer Teilmengen können die Zahlen 
d’ und d’”’ nur abnehmen. Da nach $ 7, 1 für eine Menge mit genau zwei verschiedenen 
Punkten d’ = d’” = 0 gilt, so hat man allgemein 

(3) 0zsds3, 0Sd’s3, 
vorausgesetzt, daß die Menge, die aus einem einzigen Punkte besteht (sowie natürlich 
die leere Menge) ausgeschlossen bleibt. Die Zahlen d’ (oder d’’) können also zur Defi- 
nition einer Art „Dimension‘ einer Menge dienen. 

Auf alle Fälle gilt bei dieser Definition (vgl. 1): /st d’ die Dimension von M, und 
hat keine der Mengen M,,.... .,M; eine höhere Dimension als d’, so ist d’ auch die Dimension 
von MR +HM;+  +M. 

Wir stellen nun die folgende Frage: Gibt es stets Mengen mit vorgeschriebener 
Dimension d’? 

Es muß natürlich O< d’< 3 vorausgesetzt werden. Wir zeigen, daß diese Frage in 
bejahendem Sinne zu beantworten ist. Man kann sogar Mengen auf einer Geraden bzw. 
in einer Ebene definieren, für welche d’ einen vorgeschriebenen Wert mit 0<d’<1 
bzw.0 <d’ < 2 besitzt. Man bedient sich zu diesem Zwecke der bekannten, von G. Can- 
tor in die Mengenlehre eingeführten perfekten und nirgends dichten Mengen, ähnlich 
wie in der Hausdorfischen Dimensionstheorie *). 


4. Betrachten wir zunächst die wohlbekannte Cantorsche Menge MW, die aus dem 
abgeschlossenen Intervall (— 3, + 4) nach Tilgung des offenen mittleren Drittels, 
sodann durch fortgesetzte Anwendung dieser Operation auf die restierenden abge- 
schlossenen Intervalle entsteht. Nach einer Bemerkung des Herrn J. v. Neumann ®*) 
gilt bei dieser Menge 


D®=R">0 
Wir zeigen genauer 
8) Vgl. Kellogg, 16, S. 331, Aufgabe 5. 
®) In sämtlichen untersuchten Beispielen ist — d’ bzw. — d’ gleich dem Marimum der genannten Ä-Werte. 


“) F. Hausdorff, Dimension und äußeres Maß. Math. Ann. 79 (1918), S. 157— 179. Vgl. insbesondere S. 167 ff. 
#1) Fekete, 11, I. Mitt., S. 113— 114. 
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log 2 
(4) u 08 - 
(4) D">0 für A> log 3 ’ 
log 2 

r a) _ BER... ms 

(5) D’=0 u 
so daß dieser Menge die „Dimension“ 

(6) d = 1: - 0.6309... 


zuzuschreiben ist. Diese Zahl stimmt übrigens merkwürdigerweise mit der Hausdorfischen 
„Dimension“ von M überein ). 

Zum Beweis von (5) bemerke man, daß die Menge in i = 2 zueinander kongruente 
Teile geteilt werden kann, die zu der ganzen Menge ähnlich sind, wobei die Linearab- 


messungen sich wie 1 zu 4 = 6 verhalten, vgl. 2. 
Zum Beweis von (4) kann die v. Neumannsche Schlußweise fast ohne Änderung 





übernommen werden. Es sei N =2" und die Zahlen z,,%,,...,2y durch triadische 
Entwicklungen 
6, 1 
Zersatz at ern 


definiert, wobei die e, der beiden Werte — 1, + 1 fähig sind. Die so definierten z, gehören 
zu M und bilden die rechten Endpunkte der 2" Intervalle, welche nach n-maliger An- 
wendung der oben geschilderten Tilgungsoperation übrigbleiben. Man betrachte nun die 
Paare (x,, x,), die sich zuerst in den k-ten Ziffern unterscheiden, in den vorigen jedoch 


übereinstimmen; ihre Anzahl ist > .2" .2"7* _ 9” #1, Man hat ferner 





| 1 1 1 
7 Lu — Kr) & vo 6 
( ) u gk + zu gi 
Es ist somit für A <0 
—-11,2,..,3 in n n —i\ &k 
IDYY < < (3) yv ix, Fr x,|% & (5) v ga—i-1g—i BT ER v e | 
a 2 & "15 \2 
und dieser Ausdruck bleibt für n—& beschränkt, wenn 3”<2, d.h. > — ne, gilt 


5. Die vorige Betrachtung kann leicht verallgemeinert werden. Es sei 0<®<}, 
und man tilge aus dem abgeschlossenen Intervall (— 3, $) das in bezug auf die Mitte 
symmetrische offene Intervall von der Länge 1—26 und wende die analoge Operation 
auf die beiden restierenden Intervalle von der Länge ® an. Man definiere die Punkte 
ZyXgy...,Xn (N = 2") als die rechten Endpunkte der Intervalle, welche nach n-maliger 
Wiederholung dieses Prozesses übrigbleiben. An die Stelle der Ungleichung (7) tritt 


dann 
(7’) .—- ler aA - 9) +#®> "di — 20) 
und es folgt wie dort D”> 0, sobald ®* <2 ist. Die Umkehrung D® = 0 für * <2 
läßt sich auch genau wie in 4 beweisen. Man hat somit 2) 
log 2 





(8) 0 = 
105 1 
7) 





=) A.a.0. '), 5.172. — Vgl. noch Myrberg, 17. 
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und dieser Ausdruck wächst monoton von 0 bis 1, wenn ® von O bis } wächst. Die Grenz- 
fälle d’ = 0 und d’= 1 können durch die beiden in $ 7 behandelten speziellen Mengen 
realisiert werden. 

In der Ebene lassen sich analoge Mengen konstruieren. Man geht von einem ab- 
geschlossenen (Quadrat Q aus, teilt es in 9 kongruente Teilquadrate ein und tilgt 5 Teil- 
quadrate, so daß die verbleibenden 4 abgeschlossenen Teilquadrate je eine Ecke mit @ 
gemein haben. Durch Fortsetzung dieser Operation entsteht eine Menge von der „Di- 


mension 
log 2 
(9) FE 
log 3 
Diese Konstruktion kann ähnlich wie oben verallgemeinert werden; man wird auf diese 
Weise auf eine Menge von der „Dimension“ 


(10) d=2 _ en 
log 9 5 


geführt. Analoge Betrachtungen gelten im Raume. 


8 12. Über eine Extremalaufgabe. 


Es seien A und n feste Zahlen, n positiv ganz. Für die Gesamtheit aller abgeschlossenen 
Mengen WM, deren orthogonale Projektion auf eine feste Gerade einen gegebenen äußeren 
Jordaninhalt besitzt, wird die Zahl RÜ’ dann Minimum, wenn W eine zu der gegebenen Ge- 
raden parallele Strecke ist. 

Der Spezialfall A = 0 dieses Satzes ist von G. Pölya, a. a. 0. 21, I. Mitt., bewiesen 
worden. Die dortige Beweismethode führt nach einigen Änderungen auch zu dem eben 
ausgesprochenen allgemeinen Theorem. Hierbei ist insbesondere das Rechnen mit 
komplexen Zahlen durch geometrische Betrachtungen zu ersetzen. 

Man kann von vornherein annehmen, daß die Menge WM auf der gegebenen Geraden 
liegt, da die Zahl ARÜ bei dem Übergang von einer gegebenen Menge zu ihrer ortho- 
gonalen Projektion nur eine Verkleinerung erfahren kann. Es seien p,, Pa, - - -, P,„ 80 
gewählt, daß 


1 


feat tan He 


n 


(1) Max 
(paufM) 


wird. Die Punkte p,, Pa, - - -, P„ liegen dann auf derselben Geraden wie Mt). Wir be- 


zeichnen mit N die Menge der Punkte p, für welche 
1 


2) [ea tien N ET 


n 


gilt. Sie enthält M und es gehört zu ihr offensichtlich dieselbe Zahl Ay wie zuM. Sie 
besteht ferner aus einer endlichen Anzahl von getrennten abgeschlossenen Strecken. 
Ob die einzelnen Strecken Punkte p, enthalten oder nicht, ist für uns ohne Belang; es 
steht jedenfalls fest, daß dies für die beiden äußersten Strecken zutrifft. In der Tat ist 
der Ausdruck auf der linken Seite von (2) rechts von dem „‚letzten‘‘ p, monoton wachsend; 
analoges gilt ferner links von dem „ersten“ p.. 

Wir verschieben nun die rechtsäußerste Strecke nach links, bis sie an die benach- 
barte Strecke stößt. Ersetzt man die in der verschobenen Strecke gelegenen p, durch 
die Punkte, in welche sie nach der Verschiebung übergehen, so entsteht eine ganz be- 
stimmte neue Punktgruppe 
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Pi» Pay= = +» Pas 
sie besitzt die Eigenschaft, daß auf der nach der Verschiebung der letzten Strecke ent- 
stehenden Menge NR’ die Ungleichung 


1 
[eat t lan t tmfl < p® 
n == n 
erfüllt ist. Wendet man weiter denselben Verschiebungsprozeß auf die rechtsäußerste 
Strecke von N’ an (sie enthält mindestens einen Punkt p,), so gelangt man zu einer 
weiteren Punktgruppe 





Pr» Pay= Pu 
und zu einer Menge ®’’ von ähnlicher Beschaffenheit wie WR’. Nach endlich-oft-maliger 
Wiederholung dieses Verfahrens entsteht schließlich eine Punktgruppe 


pe, pD,..., pi 
sowie eine Strecke N von derselben Länge wie N derart, daß sämtliche Punkte von 
N” die Bedingung 


mn ni Hm", < g@ 


n 





erfüllen. Daraus folgt aber 
1 


fIpp,!+ pp.’ +: + EN u 


n u. 





Min | 
(p, beliebig) (pauf Nik), 
womit die Behauptung bewiesen ist. 


Der eben dargetane Satz bleibt übrigens richtig, wenn darin RY durch D® ersetzt 


wird, wie man auf analoge Weise begründet. Liegen etwa die Punkte p, 1» Prxas +» P, 
in der nach links verschobenen rechtsäußersten Strecke, so bleiben bei dieser Verschiebung 
Bi: i+1,1+2,..,0 2 
‚2, pp,f; „, mp, 

unverändert, während die Summe 
PRRATAN, 


abnimmt bzw. zunimmt, je nachdem A> 0 bzw. A <0 ist. Man schließt nun ähnlich 
weiter wie oben. 
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Kleine Bemerkung zur Theorie der elliptischen 
Differentialgleichungen. 


Von Eberhard Hopf in Berlin-Dahlem. 





Es sei 
L(u) = aus + 2buy, + cu, =0; ac—b?>0, a>0 
eine in der ganzen x — y-Ebene elliptische lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung. 
Die Koeffizienten a(z, y), b(z, y), c(x, y) seien überall stetig. Nach Herrn S. Bernstein !) 
ist jede in der ganzen Ebene zweimal stetig differenzierbare und beschränkte Lösung 


u(x,y) von L(u)= 0 notwendig eine Konstante. Dieses Theorem gilt nicht mehr, wenn 
man das Wort ‚beschränkte‘ durch ‚positive‘ ersetzt, wie das Beispiel 


a=1+e, b=A1, c=eTt; u=ef 
zeigt. Unter besonderen Voraussetzungen über das Verhalten der Koeffizienten im 
Unendlichen ist jedoch zu erwarten, daß die entsprechende Verallgemeinerung des 
Harnackschen Satzes von den überall positiven harmonischen Funktionen richtig ist. 


Lediglich des äußerst einfachen Beweises halber sei im folgenden ein solcher Satz mit- 
geteilt. 
Satz. Für r=-Y®+y>mw gelte a>-a*,b-b*,c->c* und es sei auch 
a*c* — b*? >0, a* >0. Über die Konvergenzgeschwindigkeit sei 
la—a*|, |b—b*|, |c— c*| = Or) 
mit konstantem A > 0 vorausgesetzt. Dann ist jede in der ganzen Ebene positive, zweimal 


stetig dıfjerenzierbare Lösung von L(u) = 0 eine Konstante. 
Beweis: Durch eine lineare Transformation der x, y kann man immer erreichen, daß 


(1) et, Pd 
ist. Dann ist nach Voraussetzung 
(2) la—c|, || = 0); r2r0>0. 


Wir bilden zuerst eine Hilfsfunktion 


1 
U)= Hr or, 1O= [Sat 


mit noch näher zu bestimmendem y > 0. Eine leichte Rechnung ergibt 
___.qp @@® + 2bxy + cy® „(e — a) («2 — y?) — Abzy ‚. dU 
LU)=—U Br yA—r nn ee ‚U= z 
Wegen der Elliptizitätsvoraussetzungen ist r=?(ax® + 2bxy + cy?) nach unten positiv 











!) S. Bernstein, Math. Zeitschr. 26 (1927), S. 551— 568. 
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beschränkt, Hieraus und aus (2) folgt die Beschränktheit des Subtrahenden in der 
eckigen Klammer. Durch passende Wahl der Konstanten y erreicht man also, daß 


(3) LU)<0(0, r2n 
besteht. Weiter gilt 
(4) Ulr,)=0, Ulr)-+» fürr>o. 


Es bedeute nun m das Minimum der überall positiven Lösung u(x, y) im Kreise r < r,. 
Wegen des Satzes über die Lage der Extrema ?) wird das Minimum jedenfalls auf dem 
Kreisrande angenommen, etwa im Punkte x = z,, y= Y,. Dann ist 


(5) uzem fürrsr,; ua,y)=m, d+y=r. 

Wir setzen 
v=u—m+eU; €>0. 

Dann ist wegen (3) 

(6) Lv)=eL(U)<0, rZr,. 
Weiter ist wegen (4) und (5) v=S0 fürr=r,und v> 0 für alle hinreichend großen r 
(hier wird die Positivität von u benützt). Da v wegen (6) kein negatives Minimum für 
r > r, annehmen kann (vgl. ]l. c.?), doch folgt dies schon aus der einfachen Betrachtung 
von Paraf), ist v>0füraller > r,. Da dies bei beliebigem e > 0 gilt, folgt durch e — 0 

uzmfürrZr,. 

Der Vergleich mit (5) zeigt, daß die Lösung u im Punkte x,, 4%, ihren kleinsten Wert 
annımmt, was nach dem Satze über die Extrema der Lösungen ?) nur möglich ist, 
wenn sie konstant ist. 





2) E. Hopf, Berliner Sitzungsber. Math. Phys. Klasse 1927 (XIX), S. 147— 152. 


Eingegangen 22. Dezember 1930. 
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Affektlose Gleichungen in der Theorie 
der Laguerreschen und Hermiteschen Polynome. 


Von J. Schur in Berlin. 





In einer vor kurzem erschienenen Arbeit !) bin ich zu folgenden Resultaten gelangt: 
1. Bedeutet Z, das Laguerresche Polynom 


u ed’(de) Bel 
m n de" PN y vl!’ 
so ist Z„ = 0 für jedes n eine Gleichung ohne Affekt. 
2. Die Galoissche Gruppe der Gleichung 





ist für jedes durch 4 teilbare n die alternierende Gruppe n-ten Grades W,. Für alle übrigen 
n ist die Gleichung ohne Affekt. 

Im folgenden will ich noch auf einige weitere Folgen von Gleichungen aufmerksam 
machen, deren Galoissche Gruppe mit der symmetrischen oder alternierenden Gruppe 
übereinstimmt. 


Il. Die Galoissche Gruppe der Gleichung 


= 4 finde £ 2. a =0 


ist für jedes ungerade n und für alle geraden n, für dien + 1 eine Quadratzahl ist, die alter- 
nierende Gruppe W,. In allen übrigen Fällen ist die Gleichung ohne Affekt ?). 


II. Bedeutet 
Ed -7 [3] 
Hn(z) = (— 1)" e er u Ya (ld AEr 3.5- ++ (2 — 1)am- 2 


das m-te Hermitesche Polynom und setzt man 
Hz(z) = KY(22), Hanıılz) = xKn (a2), 


so sind 





!) „Gleichungen ohne Affekt‘“, Sitzungsberichte der Berliner Akademie 1930, S. 443—449. — Im folgenden 
wird diese Arbeit kurz mit G. zitiert werden. 
2) Das Polynom J, kann auch mit Hilfe der Gleichung 
ER 1 s dLn+1 
nn +i1 





gekennzeichnet werden. 





en 


pe 


en 


BEER RETETERERETSN 


Bar RT 


Schur, Affektlose Gleichungen. 23 


Kn(a)=0, Ku) = 0 
für n > 12 afjfektlose Gleichungen n-ten Grades °). 

Durch diese Spezialfälle erfährt der bekannte Hilbertsche Beweis für die Existenz 
von Gleichungen beliebigen Grades mit rationalen Koeffizienten, deren Galoissche Gruppe 
mit der symmetrischen bzw. alternierenden Gruppe übereinstimmt, eine bemerkens- 
wert einfache Illustration. Insbesondere führen die Gleichungen #4 = 0 und Ja; = 0 
auf den Fall der alternierenden Gruppe. Es wäre von Interesse, diesen Fall auch für die 
bei diesen Beispielen noch nicht vorkommenden Gradzahlen der Form 4& + 2 in ähnlich 
konkreter Weise zu verwirklichen. 


$ 1. Einige Hilfssätze. 


Der Beweis der Sätze I und II beruht in erster Linie auf einem Kriterium, das 
ich in der mit G. zitierten Arbeit ($ 1) abgeleitet habe: 

A. Es sei 

(1) F(x) =" +a,20!+.. +0,=0 
eine Gleichung mit ganzen rationalen Koeffizienten, die folgende Eigenschaften besitzt: 

a) Die Funktion F(x) ist im Körper der rationalen Zahlen irreduzibel. 

b) Es läßt sich eine Primzahl p angeben, die in der Diskriminante A der Gleichung 
mindestens in der n-ten Potenz aufgeht. 

c) Das konstante Glied a, ist durch p, aber nicht durch p? teilbar. 

d) Es gilt eine Kongruenz der Form 

F(xz) = x* f(x) (mod. p), (k>1) 

wobei die Diskriminante A’ des Polynoms f(x) zu p teilerfremd. ıst. 

Die Galoissche Gruppe © der Gleichung besitzt dann eine durch p teilbare Ordnung 
g. Ist hierbei insbesondere 

n 
2 

so ıst & die symmetrische oder die alternierende Gruppe. Der zweite Fall tritt ein, wenn J 
eine Quadratzahl ist. 

Dieses Kriterium führt nur für genügend große Werte von n zum Ziele. Bei kleineren 
Werten von n mache ich von einem bekannten Satz von Dedekind Gebrauch: 

B. Es sei wieder (1) eine irreduzible ganzzahlige Gleichung. Gut für irgendeine Prim- 
zahl q eine Zerlegung der Form 

F(z)=F,F,::: F, (mod.g), 

wobei F), Fay..., Fr, mod.q irreduzible, untereinander inkongruente Polynome sind, so 
enthält die Galoissche Gruppe der Gleichung mindestens eine Permutation, die in r Zykeln 
zerfällt, deren Ordnungen mit den Graden der Polynome F,, Fs, . . ., F, übereinstimmen *). 

Von entscheidender Bedeutung sind für uns auch die Irreduzibilitätssätze, die ich 
in einer früheren Arbeit 5) bewiesen habe: 


<p<n—2, 





*) Es ist zu vermuten, daß auch die Gradzahlen » < 12 dasselbe Verhalten zeigen, doch konnte ich das bis 
jetzt nur für n < 7 beweisen. 

*) Diesen Satz hat zuerst Herr M. Bauer in seiner Arbeit „Ganzzahlige Gleichungen ohne Affekt‘‘, Math. 
Annalen 64 (1907), S. 325-327 zur Herstellung affektloser Gleichungen herangezogen. Einen elementaren 
Beweis des Dedekindschen Satzes habe ich in meiner Arbeit „Beispiele für Gleichungen ohne Affekt‘‘, Jahresbericht 
der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 29 (1920), S. 145— 150 angegeben. 

°) „Einige Sätze über Primzahlen mit Anwendungen auf Irreduzibilitätsfragen‘, II, Sitzungsberichte der 
Berliner Akademie 1929, S. 370-391. 
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GC. Im allgemeinen ist jedes Polynom der Form 
2 n—1 n 
(2) Mn etatet  Hten 
mit ganzen. rationalen g, im Körper der rationalen Zahlen irreduzibel. Hier sind folgende 
Ausnahmen möglich: 1. Ist n von der Form ?—A(r 2), so kann h(x) erst nach Fort- 
hebung des Faktors x +2 oder x — 2 irreduzibel werden. 2. Für n=8 kann h(x) das 
Produkt zweier irreduzibler Funktionen der Grade 2 und 6 sein. 
D. Die Polynome 
z!Hz(e), Ha), a'HAya), Hela),... 
sınd im Körper der rationalen Zahlen irreduzibel. 


$ 2. Die Diskriminanten der verallgemeinerten Laguerreschen Polynome. 
In ihrem Buche ‚Aufgaben und Lehrsätze aus der Analysis‘, Bd. II, S. 94 und 
S. 294 haben G. Pölya und G. Szegö eine Verallgemeinerung der Laguerreschen Polynome 
eingeführt: Ist x eine Konstante, so setze man 
eu er. 
der 





= nle”’ LO (x). 


Es wird dann 
n-+ >) (— 2) 


n—v y! 


La) = I ( 


v„—() 


Für eine rationale Zahl x = = empfiehlt es sich, die Ausdrücke 


a ae 
Flesh) = ("nu Le (2) 


einzuführen. Setzt man 
(3) kn= n(A+ un), 
so kann dieses Polynom in der Form 


(4) Falay hu) = nr a4 ee Be 
geschrieben werden. Es bestehen dann, wie eine einfache Rechnung zeigt, die Relationen 
(5) zF, =nF,+kF.-ı (n 21, F,=14) 
(5°) Fa = (#2 — ln) Fa-ı — MuFn-2 (n 22), 
wobei 
(6) n= kn — kin =A+ ul2n —1), Mm„— uUkn-ı 


zu setzen ist ®). 


Auf Grund dieser Formeln läßt sich die Diskriminante A, des Polynoms F,„(z, A, ı) 
in genau derselben Weise explizit berechnen, wie das im Laguerreschen Fall A= 0, „= 1 
gelingt (vgl. G., $ 2). Man erhält den Ausdruck 
n(n—1) 


(7) An=u ? n!kekski-- kr. 


°) Die Rekursionsformel (5) findet sich schon bei Pölya und Szegö a.a.O0. Es läßt sich umgekehrt ohne Mühe 
folgendes beweisen: Kennt man für eine Folge von Polynomen 


F,=."+ dm) zr—1 +... +cM (F,=1) 
Relationen von der Gestalt (5) und (5’) mit konstanten kn, In, mn und von Null verschiedenen kn, so muß die Kon- 
stante k„ die Form (2) und das Polynom F„ die Form (3) haben. 
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$ 3. Die Polynome J,. 
Setzt man in (A) A= u =1, also k„ = n(n + 1), so wird man auf den Ausdruck 


9 “= e—(1)an +1 +([2) + Var ++! 


geführt, der mit unserem Polynom J,„ in der Beziehung 
= (1 (rn +1! 
steht. Für die Diskriminante A, von G,„ erhält man aus (7) den Wert °) 
A= 2°. 3*%.4°...n" (nm +1)". 
Diese Formel setzt in Evidenz, daß A, dann und nur dann eine Quadratzahl wird, 
wenn n ungerade oder n + 1 ein ungerades (Juadrat ist. Ferner geht aus ihr hervor, daß 


A„ durch keine oberhalb n + 1 liegende Primzahl teilbar ist und eine Primzahl p des 
Intervalls 


(9) ET 


genau in der Potenz p??-? enthält. Wegen 
2p—2>n+i1—2 
ist der hier auftretende Exponent mindestens gleich n. 


Setzt man, wenn p eine dieser Primzahlen ist, zn = p + m, so wirdp + m <2p—1, 
also 


(10) p>m+i. 
Aus (8) ergibt sich ohne Mühe die Kongruenz 
G„= 2”G,„ (mod. p) 
Hierbei ist wegen (10) die Diskriminante A, des Faktors G,„ zu p teilerfremd. 

Da außerdem das konstante Glied + (rn + 1)! von G,„ unsere Primzahl nur in der 
ersten Potenz enthält, so erkennen wir, daß für das Polynom G, die Bedingungen b), e) 
und d) des Hilfssatzes A. in bezug auf jede Primzahl des Intervalls (9) erfüllt sind. 

Was nun die Bedingung a), also die Irreduzibilität von G,„ anbetrifft, so beachte 
man, daß J/„ die Form (2) hat. Ein Zerfallen von G,„ in Faktoren mit rationalen Koeffi- 
zienten käme daher nach C. nur für n = 2" — 1 und n = 8 iin Betracht. Im ersten Fall 
müßte aber G„(2) = 0 sein. Dies trifft nicht zu, weil n ungerade ist und für jede in n 
aufgehende Primzahl g aus (8) 


G„(2) = 2" (mod. g) 


folgt. Wäre ferner G, reduzibel, so könnte nur ein Zerfallen in zwei ganzzahlige Faktoren 
A, Bder Grade 2 und 6 stattfinden. Es ist aber 


G, = x’(2 — 2) (mod.7), 
folglich müßten die konstanten Glieder von A und B beide durch 7 teilbar sein. Dies ist 
auszuschließen, weil ihr Produkt 9! die Primzahl 7 nur in der ersten Potenz enthält. 
Die Funktion G, ist daher für alle Werte von r irreduzibel. In Verbindung mit dem 
Früheren folgt hieraus auf Grund des Hilfssatzes A., daß die Ordnung g, der Galoisschen 
Gruppe © unserer Gleichung durch jede Primzahl des Intervalls (9) teilbar sein muß. 
Kommt unter diesen Primzahlen auch nur eine vor, die kleiner als n — 2 ist, so 
wird Ö nach A. entweder die symmetrische Gruppe ©, oder die alternierende Gruppe W,. 





”) Auf anderem Wege habe ich diese Diskriminante in meiner Arbeit „Über die Verteilung der Wurzeln bei 


gewissen algebraischen Gleichungen mit ganzzahligen Koeffizienten“, Math. Zeitschrift 1 (1918), S. 377-402 ($ 3), 
berechnet. 
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Welcher Fall eintritt, hängt nur von dem Verhalten der Diskriminante A, ab, das wir 
schon beherrschen. Der zu beweisende Satz I gilt also jedenfalls für alle Gradzahlen n, 
für die das Intervall 

n +1 


5 <p<n—2 


wenigstens eine Primzahl enthält. 
Auf Grund der Tatsache, daß es für © 2 24 stets Primzahlen p gibt, die den Be- 
dingungen 
IX 


T<pPpST 


genügen ®), erkennt man leicht, daß nur noch die Werte 
n = 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 13 
eine Ausnahme bilden könnten. 

Die ersten beiden Fälle erledigen sich unmittelbar auf Grund der Bemerkung, 
daß die Galoissche Gruppe einer irreduziblen Gleichung zweiten oder dritten Grades 
allein durch das Verhalten der Diskriminante bestimmt ist. In den übrigen Fällen be- 
nutzen wir die Tatsache, daß © jedenfalls transitiv ist und eine Ordnung g, besitzt, die 
durch jede Primzahl des Intervalls (9) teilbar ist. Das liefert insbesondere 


(11) g, =0 (mod.3), H=0 (mod.5), gs=0 (mod. 11). 


Hieraus folgt schon aus rein gruppentheoretischen Gründen, daß unsere Gruppe © in 
den Fällen 


n =4,1,13 


die alternierende Gruppe umfassen muß. Denn es gibt keine andere transitive Gruppe 
eines dieser Grade, deren Ordnung der zugehörigen Kongruenz (11) genügt °). 

In den Fällen n = 5,6, 9 reicht das bisher Bewiesene noch nicht aus, um © als 
eine der Gruppen ©, oder W,„ zu kennzeichnen. Hier schließen wir so: Aus der Transiti- 
vität von © folgt in Verbindung mit 


g, = 0 (m0d.5), 8=0 (mod.T7), 


daß © jedenfalls eine primitive Permutationsgruppe sein muß. Es gelten ferner, wie eine 
einfache Rechnung zeigt, die Kongruenzen 


G, = (2 — 3)(2 — 8)(2? + 4x? — 27 — 7) (mod. 23), 

Ge = (x + 6)(2? + 3)(2? — 222 — 5x +4) (mod. 23), 

G, = (2 —5)(2? +2? +2 +3)(0d + 5rt + 2? — Ar? + 3x +3) (mod. 13). 
Die hier auftretenden Faktoren sind nach dem zugehörigen Primzahlmodul irreduzibel. 
Aus dem Hilfssatz B. ergibt sich daher, daß unsere Gruppe © in allen drei Fällen eine 
Permutation enthält, die in eine passend gewählte Potenz erhoben einen Zyklus der 
Ordnung 3 liefert. Eine primitive Gruppe, die einen solchen Zyklus enthält, muß aber 


bekanntlich die alternierende Gruppe umfassen. 
Damit ist der Satz I für alle Werte von n als bewiesen anzusehen. 


®) Vgl. meine Arbeit „Einige Sätze über Primzahlen mit Anwendungen auf Irreduzibilitätsfragen“, I, Sitzungs- 
berichte der Berliner Akademie 1929, S. 125—136 ($ 2). — Dort wird dieser Satz für x > 29 ausgesprochen, er gilt 
aber schon für z > 24. 

°) Der Falln = 4 ist trivial. Für a = 7 vgl. W. Burnside, „Theory of Groups of finite Order‘‘, Cambridge 1911, 
S. 214, fürn = 13 vgl. G. A. Miller, „On the transitive substitution groups of degrees thirteen and fourteen‘‘, Quar- 
terly Journal 29 (1898), S. 224— 249. 
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$ 4. Beweis des Satzes II. 

Auch die Hermiteschen Polynome und die aus ihnen hervorgehenden Funktionen 
K und K\ hängen in einfacher Weise mit den verallgemeinerten Laguerreschen Poly- 
nomen zusammen (vgl. Pölya und Szegö, a. a.0., S. 295). In den Bezeichnungen des $ 2 
wird 

Kn(2) = Fat, —1,2), Ku'(2) = Futa, 1,2). 

Die Diskriminanten DV und D\ dieser Polynome lassen sich daher mit Hilfe der Formel 
(7) berechnen. Es ergibt sich 


n(n—]1) n 


12) pDP—-2 2 [v’(2» —1 + 22)" (e = 0,1). 
( 


v=2 

Für n> 1 kann keine dieser Zahlen eine Quadratzahl sein. 

Dies läßt sich für n < 7 durch eine direkte Rechnung bestätigen. Ist abern 27, 
so wende man folgende präzisere Fassung des Tschebyscheflschen Satzes an, die man 
Herrn Robert Breusch !°) verdankt. 

Sobald nZ 7 ist, enthält das Intervall n <p <2n wenigstens zwei Primzahlen, 
von denen die eine von der Form 4x — 1, die andere von der Form 4x +1 ist. 

(€ 


Aus der Formel (12) geht hervor, daß eine Primzahl p dieses Intervalls in D,’ genau 
30-1 
in der Potenz p ? enthalten ist. Wählt man, was nach Breusch möglich ist, 


p = 2e — 1 (mod. 4), so wird der Exponent ungerade. Folglich kann D’ keine (Juadrat- 
zahl sein. 

Hieraus folgt, daß die Galoissche Gruppe ®“ der Gleichung 

(13) Kn (2) = 0 (n>1) 
von der alternierenden Gruppe verschieden sein muß. 

Um auf diese Gleichung den Hilfssatz A. anwenden zu können, muß man die Be- 
trachtung auf die Primzahlen des Intervalls 


(14) 2n > << 
beschränken. 
Eine solche Primzahl p geht in DS’ genau in der Potenz 
ink. ins. A na 
pP . p 2 =D 2 


auf, und der hier auftretende Exponent ist größer als 4(2rn — 1), also mindestens gleich n. 
Ferner ist das konstante Glied 
(—1)"-1-3-5---(2n —1 + 2e) 


von K%’ nur durch die erste Potenz von p teilbar. Setzt man n = p + m, so wird 


3p — 2e 
ptm< ET ‚ also p> 2m + 2e. 


Man beweist nun ohne Mühe, daß die Kongruenz 
Ki (x) = a’ Ky(x) (mod. p) 
gilt. Da die Diskriminante DS) von KW (x) wegen (12) nur durch Primzahlen unterhalb 


2m + 2e teilbar ist, muß sie zu p teilerfremd sein. Endlich ist auch die Irreduzibilität 


10) Die Arbeit des Herrn Breusch wird demnächst in der Mathematischen Zeitschrift erscheinen. 
Journal für Mathematik. Bd. 165. s 
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der Funktion K“(x) gesichert. Denn der Hilfssatz D. besagt sogar, daß K%(x2) ein im 
Gebiet der rationalen Zahlen irreduzibles Polynom ist. 

Wir sehen also, daß für die Gleichung (13) die vier Bedingungen des Hilfssatzes A. 
in bezug auf jede Primzahl des Intervalls (14) erfüllt sind. Folglich ist die Galoissche 


Gruppe &” der Gleichung jedenfalls eine transitive Permutationsgruppe, deren Ordnung 
diese Primzahlen als Teiler aufweisen muß. 
Existiert wenigstens eine Primzahl p, die den Bedingungen 


(15) a IE 
genügt, so lehrt unser Hilfssatz in Verbindung mit dem Früheren, daß &' mit der 


symmetrischen Gruppe ©, übereinstimmen muß. 
Auf Grund der in $3 angeführten Regel über die Primzahlen eines Intervalls 


(x, - erkennt man leicht, daß das Intervall (15) stets Primzahlen enthält, wenn nicht 


einer der folgenden Ausnahmefälle vorliegt: 
e=t, n=2, 3, A, 5, 6, 7,8, 9, 11, 12, 13, 
e—=j1, n=2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 19. 


Diese Fällen = 2 und n= 3 führen wieder ohne weiteres auf &” =&,. Auch die Fälle 
n = 13 und n = 19 bilden keine Ausnahme. Es muß nämlich bei uns 

9 =6CY=0 (mod. 11), CR=0 (mod. 17) 
sein, weil die Primzahl 11 bzw. 17 in das zugehörige Intervall (14) fällt. Abgesehen von 
der symmetrischen und der alternierenden Gruppe existiert aber keine transitive Permu- 
tationsgruppe des Grades 13 oder 19, deren Ordnung den Teiler 11 oder 17 aufweist. 
Für n = 13 habe ich das schon auf S. 56 benutzt, für n = 19 folgt die Richtigkeit der 
Behauptung aus den Ergebnissen von E. Martin *?!) über primitive Permutationsgruppen 


des Grades 18. 
Ebenso erledigt sich auch der Fall e =0, n = 4 auf Grund der Bemerkung, daß 


® <3< 4 ist und daher GP durch 3 teilbar sein muß. 


2 


Auf die übrigen Ausnahmefälle n < 12 soll hier nicht eingegangen werden. 


') „On the imprimitive substitution groups of degree fifteen and the primitive substitution groups of 
degree eighteen‘‘, American Journal 23 (1901), S. 259— 286. 





Eingegangen 31. Dezember 1930. 
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Über das Schwarzsche Lemma. 


Von Ernst Jacobsthal in Berlin. 





Ist 

(1) Fa)=, +2 +2” + 
für |x| Sr regulär und für 0 sosr 

(2) Max |F(z)| = M(e), 

lzl=e 
so ist bei nicht konstantem F(x) und O<so’ <o<Sr stets M(o’)<M(o). Diese 
Aussage über das Verhalten von M(o) hat, falls = a,=''' = qa,-1=0, a, =# 0 ist, 
Schwarz dahin verschärft, daß für 0 so’ so<sr 
r\Pp 
(3) we) <(®) Me) 


ist. Hierin gilt das Zeichen = bei po’ = O0 und p’ = 9; dagegen ist bei F(x) # a,x” und 
0<.o’<oin (3) das Zeichen < zu nehmen. 

Dieses in (3) ausgesprochene sogenannte Schwarzsche Lemma läßt sich durch Ver- 
wendung wiederholter linearer Abbildungen verallgemeinern und verschärfen, wobei die 
späteren Reihenglieder der Entwicklung (1) zur Geltung kommen !). Und hieraus läßt 
sich dann eine untere Schranke für u aufstellen, worin M’(o) die linke oder 
rechte Ableitung von M(o) bedeutet. 


$ 1. Die Verallgemeinerung des Lemmas. 


Es sei in veränderter Bezeichnung 


(4) Flo) = a,0r + aut +: (= + 9) 
für |x| s r regulär ?). Ferner sei 
(5) la, | =>) 


und a, 0. Es bedeute o Sr eine positive im folgenden festgehaltene Zahl und o»’ 
sei auf das IntervallO...o?) beschränkt. Dann ist sicher 


F 
(6) Fotzle) = Fate) = ce 
für |z| s o regulär ?). Mit 
_ Matory - Me) 
(7) Max | Pa(a)] = Mole’) = co) 





1) Vgl. des Verf. Aufsatz: Über das Maximum des absoluten Betrages einer analytischen Funktion, Jahres- 
bericht d. Deutschen Math. Ver. 40 (1931), Heft 1-4, $1. — J. Schur, über Potenzreihen, die im Innern des 
Einheitskreises beschränkt sind, diese Zeitschrift 147 (1917), S. 206 ff. 

2) », ganz; », positiv ganz; bei »,< 0 ist im Text statt |x] S r natürlich 0 < |x] S r zu setzen, also ist mit |x] = 0’ 


dann oe’ > 0, während bei », > 0 auch eo’ = 0 erlaubt ist. 
Sr 
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ist daher M,(e) = 1. Setzt man 
(6 a) F (2) = 09,2” + a, 20” +, 
so ist ao, M(o) = A,,, Ay, M(e) = a,, usw., und es ist 


5: BE... En 

(5a) | a, | "0 n>h). 
Wegen ag, #0 und M,(e) = 1 ist weiter 

(8) 0” <A. 


Nach bekannten Sätzen über lineare Abbildungen wird dann 
Fo(2) — a, 
A0,,%” — &0 0° Fo(x) 
= aa + ayartn +. mentn) 
für |x| s o regulär und absolut < 1. Dabei ist 


(9) F,(zloe) = Fı(z) = 0% 





_ __ Ma" . 

.n. ua eat 
Mit 

(11) sr IFı(@)| = Mı(e’) 

Izl=e’ 

ist dann 

(11a) M,(o) =1. 
Wenn nun aı,, # 0 ist, was mit 

(8 a) Ko’ < 1 


gleichbedeutend ist, kann man aus der ersten Transformierten F,(x) von F,(x) zu (9) 
analog die zweite Transformierte F,(x|o) = F,(x) gewinnen usw. Setzt man allgemein 
die für |x| Ss o reguläre A-te Transformierte 


(12) Fi(zlo) = Fı(x) = 0,27 + 0,04 4 0 (ment ma), 
für die 

(5b) lan, | = >00 
und 

(11 b) Max | Fx(@)| = Mile’) S Mile) = 1 


ist, so wird bei 
(8b) Ay, #0, d.h. vor<iI, 
die nächste Transformierte 


F;(2) — Anm, Ci 





0; F;ı an + u; R 
(9a) »+1(2]0) = Frrıl®) = arg” Q3,,%”2 — 07 0” F;(x) 


ua v MHırrRr2 VEN 
= Aı4ı, var 8 A+1 r FE TR +1 + -r : 


worin 441 = 941 + Yı42 der zweite wirklich auftretende Exponent ist. Dabei ist 
F;;ı(x) wieder für |x| S o regulär und absolut < A, und es ist 


" 


Ay, 0”% 


a, (1 user a2 0%) ’ 





(10a) A; 


l,v3 11 ae 


Die Auflösung von (9a) nach F;(x) ergibt: 





*) In den letzten Formeln ist sinngemäß, falls man sie für A = 0 benutzt, &, durch &; zu ersetzen, wie der Ver- 
gleich mit den Formeln (8)— (10) zeigt. Das gilt entsprechend auch später. 
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o/ aro* Frl) +1’ 
woraus in Verbindung mit der für |w| <1, 0 <B<1 geltenden Beziehung 


w+B _ \w +B 
Bw+1 "Bjw|+1 


Ay 7) . 
(13) a ae eh nr 
3 


u, \” Marılo’) + ao” 
3 Mile’) < (2) an nn. En Bu 
a aachen 00" Ma+1(e’) + 1 


4 
Hierin ist für A = 0 Fußnote 2 und 3 beachten. Mit Benutzung der Matrix 
(14) = ie ee; 2? =0,1,...>)) 
können wir statt (15 a) kürzer schreiben: 
(13b) Mi(e’) S SılM + 1(o’)], 
falls man für eine Matrix S = (@ 3 die zugehörige lineare Funktion ud mit S[%] 
cd ” cc +d 


bezeichnet. Da bei reellen a,b, c,d,x und ad — bc > 0 mit x zugleich S[x] wächst, 
(was bei der Herleitung von (13 a) stillschweigend verwendet wurde), so folgt, da jedes 
$, eine positive Determinante hat, aus (13b) durch wiederholte Benutzung und Zu- 
sammensetzung: 


(15) M.(e’) S 505," SnlMa+ıle’)]- 
Dies gilt, falls x,0” <A für A=0,1,2,...,n?) ist, für O<o’ so?) Für o = 0?) 
und 0’ = ogilt in (15) das Zeichen =. Verwendet man in (15) nun noch das gewöhnliche 


Lemma von Schwarz: M,„:ı(lo’) < (&) un so folgt schließlich die gesuchte Verschär- 


fung des Schwarzschen Lemmas: 


(I) Mas 5,5, ---5, ()" . 


oder 
(v) me) <[ss--s.()" |} Me) 


Dies gilt unter den bei (15) angegebenen Bedingungen nebst allen zusätzlichen Bemer- 
kungen. Bei0 <p’ < o wird (1), (I’) mit steigendem n immer besser, d. h. die rechte 
Seite nimmt mit wachsendem n beständig ab, was bei &„;10’»+1 < 1 aus der leicht zu 
zeigenden Ungleichheit 

(16) 8) |< (5) 0<e <e) 


0 
- 


folgt. Noch drei Bemerkungen: 1. Ist F(x) = a,,x”, also x,0”* = 1, dann gilt (I), (I’) als 
Gleichung für n=0 und beliebiges „>21. 2. Ist n>21,,.o” =1, aber für 
0siAsn —1?°) stets «0 <1, so gilt (I), (I’) auch noch; dann sind die Ausdrücke 
rechter Hand in (I), (I’) gleich denen, die man erhält, wenn man rechts statt n einfach n— 1 


e)- (9 


3. Bei »=0, F(z) +0 in || <o läßt sich die mit n = 0 erhaltene Formel (I), (1’) 
noch weiter verschärfen ?). 





schreibt. Das folgt aus der in diesem Falle geltenden Beziehung S,, 








*) Vgl. die in Fußnote 1 angegebene Note ($ 1, Satz 3, $. 58). 
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Mo 
M (eo) 3 

Bedeutet M’(o) die linke oder rechte Ableitung von M(o), dann behaupten wir 
unter den Voraussetzungen, unter denen (I), (1’) gelten, die Richtigkeit von 





$ 2. Eine untere Schranke für o 








M' “ 
(II) 0 a > 7 +20 virıQa, 
worin 
n.: — &s0’0 
u. ale Hog + %&o0”° 1 . 
bedeutet; (der erste Faktor von Q; lautet entsprechend Fußnote 3: Sem... 
1 + 090” 
Aus dem gewöhnlichen Lemma von Schwarz M(o’) s () "m (o) folgt nur 
: (0) _ 
° Me) 7 


d. h. (II) ohne die rechts stehende Summe. 

Wegen der aus dem Dreikreisesatz folgenden Beziehung M_(o) < M’;(e) braucht 
man (II) nur für M’(o) zu zeigen. Für M’_(o) schreiben wir im folgenden M’(o). 

Um nun (II) aus (I), (1’) zu entwickeln, setzen wir 0 = 9,0 sd <1 ?). Dann wird 


vi v„_97\3 
(14a) 5, 0” T;: u “ rs 4 
Xı 0 n 1 
Wir können mit Hilfe von (14 a) statt (I’) schreiben: 
u M(öo) en 
II — — sT,T,::- T,[OrH 
(17) 2 [041] 


Bei 9 < 1 folgt dann hieraus: 


(18) Me)—Mie), 0 „1—ToT; +: Tuldtı] 
el—9) Mo) (= 

M'(o) 

(o) ' 








Bei 9 >— 1 — 0 geht die linke Seite von (18) gegen o M Um also (II) zu zeigen, ist nur 


noch der Nachweis von 


dia Fr ’n+1 
(18a) lim a ar, vo+ 20 varı (a 


d>1—0 1—9 





zu führen. Nun ist für n = 0 zunächst 
u, tt e _ MU" rd e 1 
1— 9 1—D9 Aa a e | 
1 f tr I — 9) 




















ot 1—9 
Bei # — 1 strebt hier die rechte Seite a 
vo +9, + (9 — 91) 800” _ 1— 90” 
I + ade” ih se 


so daß also (18 a) für n = O richtig ist. Da nun 
(19) 1—T,T,:::7T,[0’”"+1] = 1— T,[9"] + Z1{ToT, ++ T}-1[9”] 
— T,T, : : - T,[9”*+1]} 


ist und (18a) bereits für n= 0 bewiesen ist, folgt (18a) allgemein, sobald für 
i=1,2,..48 








| wir 


ucht 


wird 


‚nur 


für 





Jacobsthal, Über das Schwarzsche Lemma. 


. Fu „11 
(20) 13 BEREIT „ie hard? 1 Wbhl.2 nnd BR 2410; 
»>1 pe 9 
M(e)— so" 1—a,0"  1— a0" 


"Mlo)+&0or1+a10r 1-+0,0% 


— Y74 


gezeigt ist. Um das noch zu zeigen, bemerken wir, daß für jede Matrix $ = (“ ") mit 


der Determinante |S| stets 


(«—y) |S| 
SEI SW rar 
ist. Setzt man 
nu a,-1(9), bi-ı(®) 
(21) Tot, aa T,_ı . P,-ı(9) . Bez m ’ 


dann ist auf Grund der soeben gemachten Bemerkung 
(22) TT, + T3-1[9%]— T,T, + T3[0°+1]= P,-1[0”]— Pı-ıl73[9”*t]] 
._ er er 2 Pa 
fo. ı( 9) 9 9” + d;_-ı( d)} fc. (9) (7 ‚[9”+1]) )+d;-1(9)} 
Hierin ist der Zähler gleich | 
9, 1 X 2 
I Ei nl. 
1-+ X; o+9H 1 
Nach Division durch 1— 9 und 9 wi folgt daraus: 


1-94), 


1 — auge”? 

Y)+1 1 u“ x,0”% 

Dagegen wird für # — 1 der Nenner des in (22) rechts stehenden Bruches wegen 7;,[1] = 1 
gleich 


(1 — a2 00) (1 —atorı) + (1—a} 


1-1 0°”3—1) a 


0) 


(3-1(1) + d-ı(1))". 
Nun ist &_ı (1) + d;_ı (1) die Summe der Elemente der zweiten Zeile in der Matrix 
RE Er 7% ARDZD; 


Jede der Matrizen 7, hat aber für 9 = 1 die Eigenschaft, eine konstante Zeilensumme 
(1 +x,0”) 3) zu besitzen. Alle Matrizen mit konstanter Zeilensumme und nicht ver- 
schwindender Determinante bilden aber eine Gruppe, und die Zeilensumme eines Ma- 
trizenproduktes ist gleich dem Produkte der Zeilensummen der einzelnen Faktoren. 
Daher ist 


1-1)o=1 ä 


a-ı(1) + da-ı(1) = (1 +ooE*)(l +0810") (1 +m-ıE”r-1). 
Dividiert man also in (22) durch 1 —#, so folgt aus #—1 schließlich als Grenzwert 
der linken Seite von (20): 


Eee Bere Er) 
I Haze (1 +00”)? (1 + a1")? --- (1 + -10"-1)? 
ER 1— 00” 1—o,0"  1— arg” 
A LEor I +a,er 1 + 0,0” 


womit (20), also auch (II) gezeigt ist °). 


“un Yyır1 Q; $) 


°) Der Fall n = 1 der Formel (II) ist loc. eit. in $1, Satz 6 angegeben. 





Eingegangen 31. Dezember 1930. 
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M'(o) 





S$S 2. Eine untere Schranke für o Mo)‘ 


Bedeutet M’(o) die linke oder rechte Ableitung von M(o), dann behaupten wir 
unter den Voraussetzungen, unter denen (I), (1’) gelten, die Richtigkeit von 











M'(e) y 

(11) 1% M(o) > Vo +20 v3+1Q%5 

worin 
A &s0”° 

u Q= 407 + &o0”° 4 ’ 

bedeutet; (der erste Faktor von 0; lautet entsprechend Fußnote 3: En... h 
1 + 090” 
Aus dem gewöhnlichen Lemma von Schwarz M(o’) Ss (2) ” Me) folgt nur 
M(o) 
a 


d. h. (II) ohne die rechts stehende Summe. 
Wegen der aus dem Dreikreisesatz folgenden Beziehung M_(o) < M’;(o) braucht 
man (II) nur für M_(o) zu zeigen. Für M’_(o) schreiben wir im folgenden M’(o). 
Um nun (II) aus (I), (1’) zu entwickeln, setzen wir 0 = 9,0 sd <1?). Dann wird 
9”, &, ii 
X 0", 1 


(14a) S=e"T,; Ti=| 


Wir können mit Hilfe von (14 a) statt (I’) schreiben: 
M (de) 
M(e) 
Bei 9 < 1 folgt dann hieraus: 


Me)—Mle), 0 — 
e1—#)  Mk(e)” 


(1T’) <sT,T,)*-- T.lO’"+1] 


1—T,T, T„[0” +1] 
1—9 i 


Bei 9 > 1 — 0 geht die linke Seite von (18) gegen o Me), Um also (II) zu zeigen, ist nur 


M(e) 


(18) 








noch der Nachweis von 


A—-TT:- TH r 
(18a) lim _. | Has +2 v+1Q% 


9>1—0 1-9 





zu führen. Nun ist für n = 0 zunächst 
a LE Sn nn 
1—D 1— 9 Ko" +1 
A 1 € — 0" "+00 0” (0" — 8") 
rer 1-9 | 
Bei # —1 strebt hier die rechte Seite gegen 


n»trrnt+m— rn)” _ I— or _ 
1 + 0% =ntNG 7 = +90; 


so daß also (18a) für n = O richtig ist. Da nun 

















19) 1—ToT, 7,00") = 1— To] + 2 ToT, °*  Ta-ıl0”] 
— T,T, **- T,[9”*+1]} 


ist und (18a) bereits für n=0 bewiesen ist, folgt (18a) allgemein, sobald für 
Eins 





9Q 


[ei ir [N nn BL 





wir 


ıcht 


yird 


aur 
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. ToTy +: T3-1[9%]— ToT, - * - T3[0%+1] 
cc = 04-0 





= 9410 
= 94ı M(o) — 800” 1—a, Er. 1 — 8,0” 
” M(o) + &,0” 1 +, 0" 1-+ X,0” 


gezeigt ist. Um das noch zu zeigen, bemerken wir, daß für jede Matrix S = (“ ) mit 
\ cc 


der Determinante |S| stets 


— y)|S| 
sel Styl= Erern 








ist. Setzt man 


(21) T,Tı *--Ta-ı = Pı-ı(d) = Baer . 


G-1(9), di-ı(9) 
dann ist auf Grund der soeben gemachten Bemerkung 
(22) T,T,  T7-119%]— ToT, - T,[89H1]= P,_1[0”]— P,-1[T,[00”9R]] 
PERETERSNER: tem. . u — IP-ıl 
Aal 9) 9? + dı_ (9)Ha-1(8) (FH) +1) 





Hierin ist der Zähler gleich 


x 974 f' 
a Ei 
1400 29241 


Nach Division durch 1 — 9 und 9-1 folgt daraus: 
ae) (late). - (1—af,oMn-1). 


Dagegen wird für d — 1 der Nenner des in (22) rechts stehenden Bruches wegen 7,[1] = 1 
gleich 


(3-11) + 4-11)". 
Nun ist c_ı (1) + d;_ı (1) die Summe der Elemente der zweiten Zeile in der Matrix 
P,_A)=(T,T, "Tai 
Jede der Matrizen 7, hat aber für 9 = 1 die Eigenschaft, eine konstante Zeilensumme 
(1 +&,s0’)®) zu besitzen. Alle Matrizen mit konstanter Zeilensumme und nicht ver- 
schwindender Determinante bilden aber eine Gruppe, und die Zeilensumme eines Ma- 
trizenproduktes ist gleich dem Produkte der Zeilensummen der einzelnen Faktoren. 
Daher ist 
a-ı(1) + dl) = (1 +Soor)(l +10") (1 + 107-1). 
Dividiert man also in (22) durch 1 — 9, so folgt aus 9 —1 schließlich als Grenzwert 
der linken Seite von (20): 
Ze 1 ante) ld —at ge) --- (1 —ab nein) 
1 +00” (1 +00)” (1 +10")? --- (1 + &-10”-1)? 
1— 00” 1—a,0" 1— og 
AH Tor Ttmor AT toor 
0 ı 0 4 
womit, (20), also auch (II) gezeigt ist °). 


°) Der Fall n = 1 der Formel (II) ist loc. eit. in $1, Satz 6 angegeben. 
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Neue Begründung der komplexen Multiplikation. 
| Zweiter Teil: Aufbau ohne Benutzung der allgemeinen Klassenkörpertheorie. 


Von Helmut Hasse ın Marburg. 
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Einleitung. 


Die folgenden Ausführungen bilden den zweiten Teil eines vollständigen Abrisses, 
der unter dem Namen: Komplexe Multiplikation bekannten Theorie, dessen erster Teil 
vor vier Jahren im ersten Jubiläumsband dieses Journals erschienen ist!). Während 
ich dort den in der dortigen Einleitung mit a) bezeichneten, im dortigen Untertitel näher 
gekennzeichneten Gesichtspunkt zugrunde legte, füge ich hier diejenigen Ergänzungen 
hinzu, die unter dem ebenfalls dort schon angeführten, im jetzigen Untertitel gekenn- 
zeichneten Gesichtspunkt b) erforderlich werden. Es handelt sich im wesentlichen um 
die Herleitung der Sätze über Grad und Gruppe der fraglichen Klassenkörper auf direktem 
Wege, d.h. ohne Benutzung der allgemeinen Klassenkörpertheorie. 


Wie im ersten Teil zerfällt der Aufbau in zwei Abschnitte, von denen der erste die 
Theorie des absoluten Klassenkörpers zu dem gegebenen imaginär-quadratischen Grund- 
körper @ (kurz: Theorie I), der zweite die Theorie des Strahlklassenkörpers mod. 1 
(kurz: Theorie II) behandelt. 

In der Theorie I führe ich keine wesentlichen Abweichungen gegenüber dem bereits 
bekannten Aufbau ein, wie er in den im ersten Teil zitierten Darstellungen in den Büchern 
von Weber und Fueter vorliegt. Ich darf mir dennoch erlauben, eine Darstellung der 
Theorie I voranzustellen, damit nachher wieder die Analogie mit der Theorie II möglichst 
deutlich hervortritt, und damit auch der zweite Teil meiner Abhandlung im Anschluß 
an den ersten Teil als Abriß eines systematischen Aufbaus der ganzen Theorie dienen 
kann. 


!) H. Hasse, Neue Begründung der komplexen Multiplikation. Erster Teil: Einordnung in die allgemeine 
Klassenkörpertheorie. Dieses Journal 157 (1927). — Im folgenden zitiert mit 1. 
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In der Theorie II führe ich, wie im ersten Teil, so auch hier, die gegenüber allem 
bisherigen grundlegende Abweichung ein, daß ich mich lediglich der Modulfunktionen 
und elliptischen Funktionen erster Stufe bediene. 

Was die dabei verwendete Methode betrifft, so handelt es sich um eine Verallge- 
meinerung des Prinzips der komplexen Multiplikation, die darin besteht, daß man an 
Stelle der Multiplikation des Arguments u der elliptischen Funktionen mit einem ganzen 
Hauptideal (») aus Q oder also — was auf Grund der Homogenität 0. Dimension das- 
selbe bedeutet — Division des Periodenideals a = (&,, %,) aus 2 durch (») die Division 
durch ein beliebiges ganzes Ideal n aus Q treten läßt. 

Dazu seien mir noch die folgenden Bemerkungen gestattet: In zwei inzwischen 
erschienenen Mitteilungen hat auch Herr Fueter ?) diese Verallgemeinerung des Prinzips 
der komplexen Multiplikation angegeben, sie auf die Herleitung von Teilaussagen des 
Reziprozitätsgesetzes über Q angewendet, sowie auf die Anwendbarkeit für die Be- 
stimmung von Grad und Gruppe der Strahlklassenkörper hingewiesen. Wenn Herr Fueter 
dort behauptet, diese allgemeine Formulierung der komplexen Multiplikation sei seines 
Wissens bisher noch nicht beachtet worden, so darf ich mir erlauben, auf meine aus- 
drückliche Angabe der in Rede stehenden Verallgemeinerung und ihrer Anwendung auf 
die Bestimmung von Grad und Gruppe der Strahlklassenkörper zu Q im ersten Teil 
meines Berichts über algebraische Zahlkörper?) hinzuweisen. Ferner möchte ich bemerken, 
daß auch die grundlegende Kongruenz 

(fr) = ı(fk fr) mod*.p, 
die ich in 1, Satz 23 hergeleitet und auf den Beweis des Zerlegungsgesetzes in den Strahl- 
klassenkörpern zu Q angewendet habe, ein Ausfluß jenes verallgemeinerten Prinzips der 
komplexen Multiplikation ist. Sie entsteht ja, wie aus dem Beweise ersichtlich, indem 
man die beiden durch die Multiplikation mit der Strahlklasse ff von p verbundenen 
Strahlklasseninvarianten 
(ff) und cf FM) 
als singuläre Werte der beiden Funktionen 


z(u,a) und eu, =) — r(pu, pa) 


darstellt, wo p = N(p) = pp ist, die eben durch das angeführte verallgemeinerte Prinzip 
der komplexen Multiplikation zusammenhängen. 

Bei jenem Beweise konnte ich — anders als Herr Fueter beim Beweise der analogen 
grundlegenden Kongruenz für seine Funktion zweiter Stufe — die nachher herzuleitende 
eigentliche Formel der verallgemeinerten komplexen Multiplikation 


e(u, @) — Ru (t(u, a)) 


vermeiden und mußte das sogar, weil sich hier für Zähler und Nenner der für den Prim- 
idealfall n = p gebildeten rationalen Funktion Ay,(t) nicht die entsprechenden erforder- 
liehen Kongruenzeigenschaften nachweisen lassen, wie bei Herrn Fueter im Fall der 
zweiten Stufe. Ich kam vielmehr direkt dadurch zum Ziel, daß ich anstatt die Abhängig- 
keit von der Variablen u bei singulär gewähltem Periodenmodul a = (x,, %,) zu studieren, 


ra rı%& !o& u Zi a 
u von vornherein auf den Teilpunkt o = a 1-1 at spezialisierte, ferner p er p P. 


a ——— 


?) R. Fueter, Reziprozitätsgesetze in quadratisch-imaginären Körpern. Göttinger Nachrichten 1927. 
») H. Hasse, Bericht über neuere Untersuchungen und Probleme aus der Theorie der algebraischen Zahlkörper. 
Teil I: Klassenkörpertheorie. Jahresbericht der D. M.-V.35 (1926). — Siehe dort Erläuterung 49, S. 55. 
Journal für Mathematik, Bd. 165. 9 
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1 — ) Fr 
ın der Form = P(%,, &%) durch eine Transformation p-ten Grades P? herleitete, und dann 
ru T, w r, w rw 1 - 
[ar tr. „ ",) us [rt Er ",)) 
| m m P 
rw, + 73%) - 
(Fr), De, m) 


als Funktionen von w,, w, studierte. Die für (w,, %) = (&,, &%) gelieferten singulären 
Werte dieser Funktionen sind gerade die zu untersuchenden beiden Strahlklasseninva- 
rianten z(f*) und z(f5 f*). 

Übrigens habe ich auch die eben genannte eigentliche Formel der verallgemeinerten 
komplexen Multiplikation bereits früher angegeben und ihre Anwendung auf die Her- 
leitung der Sätze über Grad und Gruppe der Strahlklassenkörper zu Q hervorgehoben, 
nämlich in zwei Vorträgen ®), von denen allerdings Herr Fueter wohl keine Kenntnis 
haben konnte. 


I. Der absolute Klassenkörper K zu Q%. 


S 1. Die absolute Klassengleichung von 2%. 
In 1, Satz 8 wurde gezeigt, daß die absoluten Klasseninvarianten 7(f) von 2 ganze 
algebraische Zahlen sind. Wir wollen jetzt darüber hinaus zeigen, daß die absolute Klassen- 
gleichung von Q, d.ı. das Polynom 


Hi) = IT — j($)), 


ganze rationale Zahlkoeffizienten hat. 

Dazu knüpfen wir an die bereits in 1 im Beweise zu Satz 8 erhaltene genauere Fest- 
stellung an, wonach die 7(f) für jedes m = N(u) mit ganzem u ohne ganz-rationalen 
Teiler aus Q Wurzeln des Polynoms J„(t,t) sind, und bestimmen jetzt die sämtlichen 
Wurzeln von J„(t, t) inkl. ihrer Vielfachheiten. Wegen J;,(t,t) = 0 sei dabei m > 1 vor- 
ausgesetzt. 

Satz 1. Eine komplexe Zahl € = j(x,, &%,) ist dann und nur dann Wurzel von J „it, t), 
wenn. eine ganzzahlige primitive Transformation m-ten Grades M existiert, so daß 

M(a,, %) (%, %g) “N 
ıst. 

Die Vielfachheit der Wurzel & ıst gleich der Anzahl der nicht äquivalenten solchen 
Transformationen M. 

Beweis: Die erste Behauptung ergibt sich ohne weiteres aus der gemäß 1, S. 120 
gültigen Produktzerlegung 

y(m) 
Im(/(w, wg), 7(W,, Wy)) = H (tw, w;) — J(M,(w,, ws))) 
und den in 1, Satz 3 zusammengestellten Eigenschaften der Funktion /(w,, %s). 

Es sei nun rn die Anzahl der nicht äquivalenten ganzzahlıgen primitiven Trans- 
formationen m-ten Grades M mit M(x,, &%) = (&%, &%), so daß also genau n Faktoren 
der eben angeführten Produktzerlegung für (w,, %) = (X, &%) verschwinden. 

Es sei ferner ® die Vielfachheit einer Wurzel E = 7(a,, &) von J„(t,t). Dann ist v 
der höchste Exponent, für den die rationale Funktion 

*) Marburg, November 1926, im mathematischen Kolloquium der Universitäten Marburg, Gießen, Frankfurt. 
Kissingen, September 1927, auf der Jahresversammlung der D. M.-V. 
5) Das Zeichen = soll proportional bedeuten. 
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# 
ann ä Intl, L) 
B (t — £) 
bei 2>& noch endlich bleibt. Daher ist » auch der höchste Exponent, für den die 
analytische Funktion 
y(m) 
I n(/(w,, ws), J(Ww}, Ws)) „a (/(w, wa) — J(M,(w,, w))) 
. (Wr, W3) — J(&1, &g))" (i(w, WE) — /(&1, %)) 
bei (1, Wa) > (&%, %) noch endlich bleibt. 
ten Wenn also gezeigt werden kann, daß 
. lim FW) — Hl wo) ndlich und + 0 
% (ww) (Wr, WE) — J(&ı, &g) 
Ber ist, wenn M(x&,, %) = (%, &%,), so folgt ersichtlich die Behauptung v = n. 
In inhomogener Schreibweise, d.h. wenn 
w = 2 (w) = (w,, w), M(w) = M(w, w), x = Me 
un gesetzt wird, bestimmt sich nun der fragliche Grenzwert zu 
en- lim W202) — /(M(wı, wo) 
(war ZW, WE) — (&ı, &e) 
_ jjim /W) — IM (w)) 
oa /(w) — ](&) 
rn BR 4 Baal And 1 Bad 
en rang ‚(w) 
un — 1 — M’(x) lim ‚(M(w)) 
m . 7m) 
also 
t), | =1— Ma), falls /(a) +0, 
und andernfalls durch weitere Differentiation 
=1—(M’(&))’, falls ’(a) =0, da) +0, 
—1 — (M'(x)), falls 7’(x) =0, j’(a)=0, 
en Ik(a)#+0. 
0 Wäre nun 1 — M’(ax) =0, so wäre x zweifache Nullstelle von w — M(w), also 
auch zweifache Nullstelle des Zählers dieser rationalen Funktion. Ist M = \. e. st 
lautet dieser Zähler cw® + (d —a) w—b. Wäre er nicht identisch Null, so wäre also a 
rational, was für ein j-Argument nicht der Fall ist. Also müßte der fragliche Zähler iden- 
g- | tisch Null sein; dann wäre aber M = ” .), also nicht primitiv. 
n 


Daher ist 1 — M’(a) # 0, wie ım Falle 7’(&x) = 0 zu beweisen war. 

Für 7’(x) = 0 ist a nach 1, S. 118 zu i oder o nach der Modulgruppe y äquivalent 
und sicherlich 7’’(x) # 0 bzw. 7’”"(x) #0; man kann dann ohne Einschränkung a = ı 
; bzw. «x =. annehmen und rechnet leicht aus, daß auch in diesen Fällen aus 
t. 1 — (M’(x))? = 0 bzw. 1 — (M’(x))® = 0 folgen würde, daß M nicht primitiv wäre. 
Damit ist Satz 1 bewiesen. 
Wir wenden Satz 1 zunächst auf den speziellen Fall an, daß a,, x, eine Ideal- 


9 


BEER 
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basis aus Q, also j(&,, &,) eine absolute Klasseninvariante von Q ist. Dann gilt in 
Ergänzung zu Satz 1 

Satz 2. Ist &,, &, eine Idealbasis aus Q, so ist die Anzahl der nicht äquivalenten ganz- 
zahligen primitiven Transformationen m-ten Grades M mit M(&,, %) = (%&,, &%) gleich der 
Anzahl der nicht assoziierten ganzen Zahlen u ohne ganz-rationalen Teiler aus Q mit 
N(u) = m. 

Beweis: Jene Transformationen M und diese Zahlen u entsprechen sich gegenseitig 
eindeutig auf Grund der Beziehung 

M (a1, &%) = u(&1, &), 
und dabei entsprechen sich überdies äquivalente M und assoziierte u. 

Mittels der Sätze 1 und 2 lassen sich die Vielfachheiten bestimmen, mit denen die 
absoluten Klasseninvarianten von Q in gewissen speziellen J„(t, t) als Wurzeln stecken. 
Es sei d die Diskriminante von Q und d, ihr quadratfreier Kern, also d =d, oder 
d = Ad,, je nachdem d, =1 mod. 4 oder d, =2, 3 mod. 4. Dann gilt 

Satz 3. Für d, # —1 sind alle absoluten Klasseninvarianten von Q genau einfache 
Wurzeln von J_, t). 

Für d, =1 mod. 4, d, # — 3 sind außerdem alle absoluten Klasseninvarianten von Q 
(genau zweifache) Wurzeln von Jı-a,(t, t). 

4 
ed E + Ya, 
2 


Beweis: —d, = N(Yd,) und — —?=N 


% ) erweisen sich leicht als ein- 


zige im Sinne von Satz 2 zu zählende Normdarstellungen von — d, und B r Go - 





Wir wenden jetzt Satz 1 auf den allgemeinen Fall eines beliebigen j-Argumentpaars 
%1, &, (nicht notwendig Idealbasis, nicht notwendig aus 2) an, um die übrigen Wurzeln 
der eben behandelten speziellen J„(t, t{) von den von den uns interessierenden abtrennen 


zu können. 
Satz 4. Für d, =2,3 mod. 4, d, # — 1, — 2 sind die absoluten Klasseninvarianten 


von R genau die einfachen Wurzeln von J_a, (t,t). 
Für d, =1 mod.4, d, # —3 sind die absoluten Klasseninvarianten von Q genau 


diejenigen einfachen Wurzeln von J_a,(t,t), die auch Wurzeln von Jı-a,(t, t) sind. 
4 


Beweis: Es ist über Satz 3 hinaus zu zeigen, daß jede Wurzel von J_a,(t, t) mit der 
in Satz A angegebenen Beschaffenheit absolute Klasseninvariante von Q ist. 
Sei also m = — d, gesetzt, und sei j(&,, &,) zunächst irgendeine Wurzel von Ju(t, t). 
Dann ist nach Satz 1 jedenfalls 
(X %) ud M (a, %), 
also 
A(&%1,%) = M(aı, &) 
mit einer ganzzahligen primitiven Transformation m-ten Grades M und einem gewissen 
Proportionalitätsfaktor u. Für den letzteren folgt daraus 
IM—uE|=0. 
u genügt also einer quadratischen Gleichung im rationalen Zahlkörper P, und x,, &, sind 
in P(z) wählbar. Daher ist x eine echte imaginär-quadratische Irrationalität, und zwar 
eine ganze Zahl, mit 


®) Die Einschränkungen d, + — 1, d, # — 3 sind durch die für Satz 1 notwendige Annahme m > 1 bedingt. 
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N(u) = m. 
Wird nun /(&,, &) als genau einfache Wurzel von J„(t,t) vorausgesetzt, so muß 
wegen 
mM" (&,, %,) = m u(&1, %,), 
wo auch mM" ganzzahlig primitiv vom Grade m ist, nach Satz 1 notwendig 
mM""-M, 


d.h. 
M® = mS 


mit einer Modulsubstitution 5 sein. Daraus folgt weiter 


M?(&,, &%) = mS(%&,, &%) = u?(&,, %) 





ImS$ — W"E| =0 
ne 

mE E-6 
m 


— ist also eine Einheit aus P(). 


2 
Die Annahme, es sei — eine der nicht-trivialen imaginär-quadratischen Einheiten 
+ibzw. +0, + o? führt leicht auf die im Satz ausgeschlossenen Fälle m = 2 bzw. 


2 
m = 3. Also folgt — —=-+ 1. Weil ferner x echte imaginär-quadratische Irrationalzahl 


2 
ist, kommt — = + 1 nicht in Frage. Also gilt 


ae 
m I 


a=t/-m-+/ Pi)=R, 
%y, &% in Q, 
2 Vd, (%1, &) = M(&,, &g). 
Ist nun zunächst d, =2, 3 mod. A, also 1, + Yd, Basen der ganzen Zahlen von Q, 


so besagt die letztere Relation, daß x,, &, Idealbasis aus Q ist. Dann ist also 7(x,, %) 
absolute Klasseninvariante von Q, wie in diesem Falle zu zeigen war. 


Ist ferner d, =1 mod. 4, also 1,+ ic Basen der ganzen Zahlen von Q, so 
kann nicht allgemein so geschlossen werden”). Vielmehr läßt sich dann ein analoger 
Schluß nur für diejenigen einfachen Wurzeln j(&,,%) von J_a,(t,t) durchführen, die 
zugleich Wurzeln von J ı—4,(t, t) sind. Ist nämlich auch das der Fall, so gilt zufolge Satz 1 

u 
für das nach dem bisherigen sicher zu Q gehörige System &,, &, überdies 
Mo(&1, %) = Hol&ı, %g) 


a in 1 —d " 
mit einer ganzzahligen primitiven Transformation M, vom Grade 7 0 und einem ge- 





wissen Proportionalitätsfaktor u,. Aus dieser Relation folgt ähnlich wie vorher, daß , 





”) Das hat Herr Fueter im ersten Bande seines in 1 zitierten Buches auf S. 66 übersehen und kommt so zu 
der falschen Behauptung, daß stets die absoluten Klasseninvarianten allein die einfachen Wurzeln von J-a,(f, t) 
wären. 
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—dy,.: 1+Vd 
eine zu Q gehörige ganze Zahl mit N(u,) = a ist. Das leisten nur u, = + u 
Die Relation 

1+YVd 
o.- Vdo (&, %) = Mala, %) 


besagt aber im jetzigen Falle, daß x&,, &, Idealbasis aus Q, also /(x,, &,) absolute Klassen- 
invariante von Q ist. 

Damit ist Satz 4 bewiesen. 

Für d, = — 2 gilt Satz 4 tatsächlich nicht mehr; man hat vielmehr 

Zusatz. J,(t,t) hat neben der (einzigen) absoluten Klasseninvariante von P(V — 2) 


noch die (einzige) absolute Klasseninvariante von P(Y —1) und nur sie zur einfachen 
Wurzel. 

Beweis: Die Notwendigkeit, den Fall d, = — 2 auszuschließen, kam in den vorher- 
cehenden Schlüssen nur an einer Stelle in Betracht, nämlich bei Ausschluß der Annahme, 
— = ı im Beweise von Satz A, S.69. Läßt man auch d, = — 2, also m = 2 zu, so 
bleibt dort die Möglichkeit 

u? =-+ 21, e=z (1 = L), P(u) - V—1), X, %g in P(V — 1) ) 
+ (#12) (%,%,) = M(x,, 0%). 

Da 1,+(1-+i) Basen der ganzen Zahlen von P(Y — 1) sind, liegt dabei in x}, &, eine 
Idealbasis aus P(Y — 1), also in j(x,, &%) die absolute Klasseninvariante von P(Y — 1) 
vor. Daß diese in der Tat einfache Wurzel von J,(t, t) ist, sieht man sofort mittels 
der Sätze 1, 2 ein. 

Jetzt können wir feststellen 

Satz 5. Die absolute Klassengleichung von Q 

H(t) = It — jtR)) 


ist ein Polynom mit ganzen rationalen Koeffizienten. 

Beweis: Für d, # — 1, — 2, — 3 folgt aus Satz 4 und der Rationalität der Koeffi- 
zienten der J„(t,t) (1, Satz 7), daß H(t) rationale Koeffizienten hat. Nach 1, Satz 8 
sind diese ganz. 

Für d, = — 2 folgt Entsprechendes aus dem Zusatz, wenn man bedenkt, daß die 
absolute Klasseninvariante von P(Y — 1) rational ist, nämlich j(i, 1) = 2#3?. 

Ebenso ist die (einzige) absolute Klasseninvariante von P(Y — 3) rational, nämlich 
/(e,1) =0. Für d, = —1 und d, = —3 hat man also ohne weiteres H(t) = t — 2°3° 
bzw. Hit) =t. 

Satz 6. Die absolute Klassengleichung H(t) von Q ist irreduzibel in Q. 

Beweis: Wir stützen uns auf die in 1, Satz 11 für jede absolute Klasseninvariante 
‚(t) von Q bewiesene Kongruenz 


ih” = je" f) mod. p, 
wo p ein nicht in der Diskriminante d von Q aufgehendes Primideal 1. Grades aus Q 
und p = N(p) ist. 
Es sei F(t) der zu j(f) gehörige in @ irreduzible Teiler von H(t). Ferner sei (f,) 


irgendeine andere absolute Klasseninvariante von Q. Wir setzen dann f, = ff und 
bestimmen in der Klasse f, ein ganzes Ideal a, =, ':-p, das nur aus nicht in der 
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Diskriminante d von 2 nicht aufgehenden Primidealen 1. Grades p, von Q zusammen- 
gesetzt ist, so daß obige Kongruenz für die p, anwendbar ist. 

Ein solches Ideal a, gibt es sicher in f,. Man braucht ja nur ein zu d primes ganzes 
Ideal aö in f, zu wählen, und aus ihm alle Primfaktoren 2. Grades (die ja durchweg zur 
Hauptklasse gehören) wegzulassen. Es kann und soll ferner auch noch a, prim zur Dis- 
kriminante D von H(t) — diese ist nach 1, Satz 6 von Null verschieden — gewählt werden. 


Weil nun p, vom 1. Grade und F(t) ein ganzzahliges Polynom in 2 ist, folgt aus 
Fy))=0 
durch Potenzierung mit p, = N(p,) in bekannter Weise zunächst 
F(j(£)”) = O0 mod. p,. 
Wendet man dann die obige Kongruenz 
ih” = jet, f) mod. p, 
an, so ergibt sich ferner 
F(j(t,, 'f)) = 0 mod. p,. 
Da schließlich p, prım zur Diskriminante D von H(t) gewählt ist, so hat die letztere 
Kongruenz die Gleichung 
Fiji, 8) = 0 
zur Folge. 
So mit Pa, ,...,P, fortfahrend erhält man schließlich 
Fit," EN fi, 8) =). 
Es ist aber nach Wahl von u = P, °P 


r 


Daher hat sich ergeben 
Fi N) =0, 
d.h. nach Wahl von f, 
Filt)) =. 
Das besagt aber die Irreduzibilität von H(t) in Q. 


Beiläufig ist durch Satz 6 erkannt, daß in dem in 1, Satz 12 ausgesprochenen Zer- 
legungsgesetz die Forderungen 2 und 3 und in dem in 1, Satz 24 ausgesprochenen Zer- 
legungsgesetz die Forderungen 3 und 5 je dasselbe besagen. 


$ 2. Die Galoissche Gruppe des absoluten Klassenkörpers zu 2. 


Die in den Sätzen 5, 6 enthaltenen Hauptresultate von $ 1 besagen, daß die den 
absoluten Klasseninvarianten j(f) von Q zugeordneten Körper Q(j(f)) ein volles System 
zueinander in bezug auf Q konjugierter sind. Wir wollen jetzt zeigen, daß diese Körper 
alle identisch sind, daß also die absolute Klassengleichung H(t) Galoissch in bezug auf 
Q ist. 

Dazu zeigen wir, daß durch eine absolute Klasseninvariante j(f) jede andere j(f},) 
rational über Q darstellbar ist. Ähnlich wie im Beweis von Satz 6 geschieht das wieder, 
indem wir £, = f,f setzen, ein a, =P}::-Prin f, wählen und von £ schrittweise durch 
Multiplikation mit den f,, zu f, vordringen. Es kommt also zunächst darauf an, für 


ein Primideal p aus Q die Beziehung zwischen j(f) und j(f,f) zu studieren. In dieser 
Hinsicht beweisen wir 
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Satz 7. Es sei j(f) eine absolute Klasseninvariante von Q und p eine Primazalı. 

Die singuläre Invariantengleichung J,(t, j(f)) für den Grad p hat mit der absoluten 
Klassengleichung H(t) von Q alle und nur diejenigen absoluten Klasseninvarianten j(f,f) 
als gemeinsame Wurzeln, für die f, ein Primideal p mit N(p) = p enthält. 

Beweis: Sei die Klasse f durch das Ideal a mit der Idealbasis &,, &, repräsentiert, 
also j(f) = j(&%,, &%). Dann ist 


” p+1 | 
J,tt, /(H)) | (i er Plan, %)), 


wo die P, ein volles Repräsentantensystem der y(p) = p + 1 Transformationsklassen 
p-ten Grades (siehe 1, S. 123) bedeuten. Eine absolute Klasseninvariante j(f,) ist also 


dann und nur dann auch Wurzel von J,(t, j(f)), wenn 

7) = Po %)) 
mit einer geeigneten Transformation p-ten Grades P ist. Das bedeutet die Existenz 
eines Ideals a, in £, mit einer Basis ß,, ß,, für die 


(Bı, B2) = P(a,, %) 


ist, d.h. daß a, ein ganzes Vielfaches pa von a mit N(p) = |P| = p ist, was die Be- 
hauptung ergibt. 

Mittels Satz 7 folgt jetzt leicht weiter 

Satz 8. /stp= pp mit p»pinQ, so gilt für jede absolute Klasseninvariante j(f) 
von 2 

ED = RUM). 

Ist aber p=pp mit p--P in Q, so gut für jede absolute Klasseninvariante j(f) 

von Q 
IH + ED = Aid) 
IDEE = Rd). 

Dabei bedeuten R,(t) und R,;(t) nur von p und Q, nicht von E abhängige Polynome 
mit rationalen Koeffizienten. 

Beweis: Ist p= pp mit pp in Q, so hat einzig die Klasse , = ft, = f; die 
in Satz 7 genannte Eigenschaft. Nach Satz 7 ist dann also der größte gemeinsame Teiler 
von H(t) und J,(t, j(E)) gleich t — j(tpf). 

Ist aber p= pp mit p--p in Q, so haben einzig die beiden Klassen f, = b 
und f, = %; die in Satz 7 genannte Eigenschaft. Nach Satz 7 ist dann also der größte 
gemeinsame Teiler von 4(t) und J,(t, j(£)) gleich (! — j(&)) (t — j(k;f)). Dieser größte 
gemeinsame Teiler gehört zum Rationalitätsbereich der Koeffizienten von H(t) und 
Jy(t, 7(f)), also gemäß Satz 5 und 1, Satz 7 zum Bereich der rationalzahligen rationalen 
Funktionen von j(f). Er berechnet sich, soweit sein Grad ungeändert bleibt, nach ein- 
und demselben rationalen Verfahren aus jenen Koeffizienten ®), so daß also die K.oefli- 
zienten der rationalen Darstellungen durch j(f) von f unabhängig sind. So ergibt sich 
die Behauptung, wenn man noch bedenkt, daß Nenner in den rationalen Darstellungen 
durch 7(f) mittels der nach Satz 6 irreduziblen Gleichung A(j(f)) = 0 beseitigt 
werden können. 

Aus Satz 8 leiten wir nun weiter den folgenden grundlegenden Satz her: 

Satz 9. Es sei p ein Primideal aus Q und $ das zu p konjugierte Primideal. 


®) Siehe H. Weber, Kleines Lehrbuch der Algebra, Braunschweig 1912, S. 106, XVI. — Oder auch O. Perron, 
Über den größten gemeinsamen Teiler von zwei Polynomen, Bayer. Akad. Ber. 1928. 
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Es existiert ein nur von p und Q, nicht von E abhängiges Polynom Ry(t) mit Koeffi- 


zienten aus Q, dessen konjugiertes mit Ry(t) bezeichnet sei, derart, daß für jede absolute 


Idealklasse f aus 2 gult 
Ib = Ri) 
GH = Rd). 
Beweis: Im Falle p = p ist das trivial (j(f,f) = j(f)), im Falle p = pp mit pp 
schon nach Satz 8 richtig (A,(t) rational). 
Sei jetzt also p = pp mit p-- p. Nach Satz 8 haben wir dann ein Relationenpaar 


ih) = — ji) + Reh) 
Eh = — N) + Ri) 
für alle Klassen f. Durch Iteration dieser Relationen folgt 
HD = — ji) + REN) = Gilt), 7E)) 
(6°’HD = — (ih) + RE) = ih, eh) 
IH = Gl, 7H) 
wo die G;(t, u) rationalzahlige Polynome sind, die nur von i, p,Q, nicht von f abhängen. 
Wir ziehen nunmehr die Wurzeln Pp,(%1, w;) der Multiplikatorgleichung ®,(t, /(w,, %z)) 
heran (siehe 1, S. 122f.). Diese besitzen nach analogen Schlüssen wie in 1, S. 123 u. 
S.125 Darstellungen der Form 


G,(/(P,(w,, w3)), (1, We) 
9 IT ZZ zB af, 13), Kon, u) 
wo G,(t, u) ein ganzzahliges Polynom und J/(t, u) die Ableitung der Invariantengleichung 
J,(t, u) nach t bedeutet. 
Diese Darstellungen wenden wir in den folgenden beiden singulären Fällen an: 


W), W, sei die Basis &,, &, eines Ideals a aus f, also 
(wi, w) = (a1, %) = JR). 
P und P seien diejenigen Transformationen p-ten Grades für die Basis &,, %, die 
den Multiplikationen pa und pa entsprechen (siehe 1, in Satz 10), also 


Play %)) = ih), Plan %)) = iHhi)). 
In diesen singulären Fällen verschwindet der Nenner in jenen Darstellungen nıcht, 
denn etwa im ersten Falle ist er gleich 


„IT „UP, &)) — Play, 33). 


Hier ist aber von den j(P,(x,, %)) nur noch j(P(x&,, %s)) — j(f;f) absolute Klassen- 
invariante, und auch diese ist von j(P(x,, %)) = j(fpf) verschieden, da p -- p, also 
f, + f5 vorausgesetzt ist. | 

Somit gelten die Darstellungen 


_GUDH) _ 5 ,; Ä 
PP(%ı, %g) en Sulket), /(£)) wur Slytkpk), 78) 
95° %)) u; AT ft), ;)) Per Sz(/lthk), EB). 
Dabei sind die Polynome G,(t, u) und Jz(t, u) von E unabhängig, also die S,(t, u) von f 
unabhängige rationalzahlige rationale Funktionen. 


Auch diese Darstellungen iterieren wir, und zwar /-mal, wo f die Ordnung der 
Journal für Mathematik. Bd. 165. 10 
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Klassen f,, f; ist und demgemäß 


v’= (a), 9’ = (@), aa=p 
gesetzt werde. So ergibt sich, ähnlich wie in 1, S. 124 


2 Ei Re u 
Pd Pin = a = HS, h, N) 


J i . i— 
Pr Pan = a = US, N), 


wo die PP = P,..., P® die a. a. O. erklärte Bedeutung haben, und die P” = P,..., pP” 
entsprechend für p statt p erklärt sind. Durch Heraufmultiplizieren der Nenner erhalten 
wir dann zwei Relationen 


EN, N) = A, le, ) 
Ehe) = AED, „ieh, ih) 


mit rationalzahligen von f unabhängigen Polynomen P,;(t,, bh, Io), Qpltyy 311, to). 
Indem darin die oben gewonnenen Darstellungen der j(f,'f) und j(f,'f) eingeführt 
werden, können sie in die Form 


ld, it) — Prikd), iCh)) = 0 
at, ee) — Ph, = 0 
gebracht werden, wo P,(t, u), Q,(t, u); wieder rationalzahlige von f unabhängige Poly- 
nome bedeuten. 
Wir betrachten nun die beiden konjugierten Polynome 


Fat, jH)) = 8" Qrtt, id) — Prtt, ij) 

Fytt, IH) = wi Q,(t, IE) — Pott, IE) 
mit Koeffizienten aus &. Das erste verschwindet für i = j(fyf). Dagegen verschwindet 
es nicht für ti = j(f;f); denn für i = j(fzf) verschwindet das zweite, und nach der 
Konstruktion ist Q,(j(EsE), j()) #0 und al? + ml? Daher hat F,(t, j(f)) mit 

Kt, 7) = — ED) — EH) = — RB) + Rd) 
(siehe Satz 8) lediglich die eine Wurzel i = j(f,f) gemeinsam. Somit ist 
HD = Rh) 
mit einem Polynom Ay(t) aus Q, dessen Koeffizienten nach dem oben a. S. 72 zitierten 
Weber-Perronschen Satz nicht von f abhängen. 
Entsprechend folgt, daß Fy(t, j(£)) mit Z(t, j(£)) lediglich die eine Wurzel i = j(£;f) 

gemeinsam hat, und daher ergibt sich unter nochmaliger Anwendung des Weber-Perron- 
schen Satzes 


/ 


ED = Rh) 

mit dem zu Ay(t) konjugierten Polynom Ay(t). 

Damit ıst Satz 9 bewiesen. 

Nach den zu Beginn dieses Paragraphen bereits gemachten Bemerkungen ergibt sich 
daraus sofort 

Satz 10. Zu jeder absoluten Idealklasse f, von Q existiert ein nur von f, abhängiges 
Polynom Ry(t) mit Koeffizienten aus Q derart, daß für jede absolute Idealklasse f von Q 
gilt 


IE = Aid), 


und wenn f, und Rıt) die konjugierten zu f, und Ry,(t) bedeuten, auch 
iD = Ru). 
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Die Existenz der As(t) in Satz 10 zunächst besagt nun 
Satz 11. Die absolute Klassengleichung H(t) ist Galoissch in bezug auf ®. 
Der Körper K = Qj(f)) ist also von der Wahl der Klasse £ unabhängig und Galoissch 
in bezug auf Q. 
Da Hit) rationale Koeffizienten hat, gilt dann sogar 
Zusatz. Der Körper K ist Galoissch in bezug auf P. 
Die Unabhängigkeit der ARz,(t) in Satz 10 von Ef ferner besagt, wie man leicht sieht, 
Satz 12. Der Körper K ist Abelsch in bezug auf Q, und seine Relativgruppe H ist 
isomorph zur Gruppe der absoluten Idealklassen in Q, indem jeder absoluten Idealklasse f, 
von Q die Substitution 
a, = (/(B) > Ruh) = GH > od), 
wo f£ alle absoluten Idealklassen von R durchläuft, zugeordnet wird. 
Aus der Relation für die konjugierte (reziproke) Klasse in Satz 10 folgt schließlich 
leicht noch 
Zusatz. Die Galoissche Gruppe © von K in bezug auf P entsteht aus der Relatıv- 
gruppe 9 in bezug auf Q durch Erweiterung mit der Substitution 
= (Yd>—Yd, DM), 
mit den Relationen 
”=1, tomt=or! für jedes o aus H. 


$ 3. Das Zerlegungsgesetz für die Primideale aus Q im absoluten Klassenkörper zu 2. 


In 1, Satz 12 wurde bereits das Zerlegungsgesetz für die nicht in der Diskriminante 
d von ® aufgehenden Primideale 1. Grades aus Q hergeleitet, soweit sie nicht in der 
(unbekannten) Diskriminante D von H(t) aufgehen. Im folgenden soll das entsprechende 
Zerlegungsgesetz für die übrigen Primideale aus Q, soweit sie nicht in D aufgehen, her- 
geleitet werden. 

Der Hauptpunkt dafür ist der Beweis der folgenden Ergänzung von 1, Satz 11: 

Satz 13. /st p ein Primideal 2. Grades oder ein in der Diskriminante d von Q auf- 
gehendes Primideal von Q, das beidenfalls nicht in der Diskriminante D von Hit) auf- 
geht ?), so gilt für jede absolute Idealklasse t von Q die Kongruenz 

Hy" = ji ”"E) mod. p. 

Beweis: Wir stützen uns auf die Frobeniussche Zuordnung zwischen Primidealen 
und Substitutionen. Ist 8 ein Galoisscher Körper in bezug auf den algebraischen Zahl- 
körper R, ® ein nicht in der Relativdiskriminante von & aufgehendes Primideal aus $, 
und p das zugehörige Primideal in R, so existiert eine durch ® eindeutig bestimmte 
Substitution og aus der Relativgruppe von & derart, daß für jede für ® ganze Zahl A 
aus 8 gilt 

AP — gyA mod.* PR 
(betr. mod.* sıehe 1, S. 130, Fußnote). 

og ist Erzeugende der Zerlegungsgruppe zu ®; insbesondere ist die Ordnung von og 
gleich dem Relativgrad von ®. Ferner entspricht einem konjugierten z® die konjugierte 
Substitution ro 1, Im Falle, daß & Abelsch in bezug auf R ist, ist also so jedem nicht 
in der Relativdiskriminante von 8 aufgehenden Primideal p aus R eindeutig eine Sub- 
stitution o, zugeordnet, und die o, definierende Kongruenz gilt dann, sofern A für p ganz 
ist, sogar mod*.p: 

AP — 5A mod.* p. 


?) Diese Einschränkung war in 1, Satz 11 unnötig. 





10* 
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Es sei nun zunächst p ein Primideal 2. Grades aus Q, also p = p, N(p) = p?. Dann 
geht p nicht in der Diskriminante d von Q und nach der Voraussetzung auch nicht in der 
Relativdiskriminante von K in bezug auf Q auf, also auch nicht in der Diskriminante 
von K. Die Frobeniussche Kongruenz ist also auf &£=K, R = P für einen Primteiler 
% von p in K anwendbar und liefert 


6) = j(t,f) mod. P 


mit einer gewissen (möglicherweise von f abhängigen) Klasse f,. Daraus folgt weiter 
unter Anwendung von Satz 10 


9” = tt,” = Rutilh))” mod. B. 
Nach der Voraussetzung über p hat nun Ay(t) (bei geeigneter Normierung) für p 
ganze Koeffizienten. Da aber nach der Frobeniusschen Kongruenz für £=-Q,R =P 
im betrachteten Falle für jedes für p ganze & aus Q gilt 


or=%& mod.* p, 
wo %& die konjugierte zu & bezeichnet, so ergibt sich weiter 
9” = Ru (ih) = Ratilh)?) mod.* P, 
letzteres nach Satz 10, also durch Einsetzen der Ausgangskongruenz und nach Satz 10 
ji” = Reli) = iltolof) = j(f) mod. P, also auch mod. p, 


und das ist im Falle p = p die Behauptung, weil ja dann f, = f, die Hauptklasse ist. 

Es sei ferner p ein in der Diskriminante d von Q aufgehendendes Primideal aus Q, 
also p=p?,N(p)=p. 

In diesem Falle beruht der Beweis auf der identischen Kongruenz 

J,(t, u) = (1? — u) (t — uP) mod. p 

für die Invariantengleichung von beliebigem Primzahltransformationsgrad p. Der Beweis 
dieser Kongruenz verläuft, ähnlich wie in 1, S. 123, mittels des g-Entwicklungsprinzips. 
Es ist 
m 


u 


1 
Jrtt, /(w,, w;)) a (t a ] (P,(w,, w;))) ’ 


und ähnlich wie a. a.O. gilt identisch in q 
P,(w, w))=''' =/(P,(w, w)) mod. (1 —L,), 


v1 
also 


Ist nun 
(w,, w;) ge Ang" 


die qg-Entwicklung von j(w,, w,), so ist einerseits 
/(Pı(w,, %,)) =2 ang? 


/P,(wı, w,))? =2, An 9” = J(W,, W,) mod. p, 


andrerseits 


© 


Ppr+1(%,, %,)) oo a, g”” = J(w,, W,)? mod. p, 


identisch in g. Damit ergibt sich 
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J ‚it, j(w,, w;)) = (1i” — j(w,, W;)) (t — j(w,, w,)’) mod. p, 
zunächst identisch in g, also nach dem g-Entwicklungsprinzip auch identisch in /(w,, w,). 
Aus der damit bewiesenen identischen Kongruenz folgt nun, weil für p = N(p) 
„ud, CH) = 0 ist, 
GEH" — iH) (ieh — H’) = O mod. >. 
Ist also ® ein Primteiler von p in K, so gilt entweder 
(= j(t) mod. P 
oder 
it) = JE)" mod. $, 
wobei diese Alternative möglicherweise von ® und f abhängt. 
Die Frobeniussche Kongruenz für £ =K, R=Q, die nach der Voraussetzung über 
p für p anwendbar ist, stellt nun auf Grund von Satz 12 die Existenz einer von f unab- 


hängigen Klasse f, fest mit 
E? = y(f, f) mod. p. 


Da nach der Voraussetzung über p die absoluten Klasseninvarianten mod. ‘® inkongruent 


sind, so folgt durch Vergleich mit den beiden alternativen Kongruenzen entweder f, = f5 ', 
was die Behauptung ergibt, oder f, = f,, was dasselbe besagt, weil aus p = p? folgt 
dp”. 

Damit ist Satz 13 bewiesen. 

Durch Satz 13 wird für die dort genannten Primideale p aus Q auf Grund von Satz 12 
die nach Frobenius für den Körper K zugeordnete Substitution oy festgelegt. Da deren 
Ordnung gleich dem Relativgrad der Primteiler von p in K ist, so ergibt sich unmittelbar 
das zu 1, Satz 12 analoge Zerlegungsgesetz für die in Satz 13 genannten Primideale p 
aus QinK. Mit 1, Satz 12 zusammengefaßt hat man also das folgende allgemeine Zer- 
legungsgesetz für den Körper K: 

Satz 14. Ein nicht in der Diskriminante D der absoluten Klassengleichung H(t) von Q 
aufgehendes Primideal p aus Q zerfällt in K in verschiedene Primideale f-ten Relativgrades, 
wenn f die Ordnung der absoluten Idealklasse f, von p ist. 

Darüber hinaus besagen Satz 13 und 1, Satz 11 auf Grund von Satz 12 die Gültigkeit 
des Artinschen Reziprozitätsgesetzes für K und die nicht in D aufgehenden Primideale p 
aus Q, nämlich die Tatsache, daß die nach Frobenius zugeordnete Substitution o, nur 
von der absoluten Idealklasse f, abhängt, der p angehört, und die isomorphe Abbildung 
der absoluten Idealklassengruppen von Q auf die Galoissche Relativgruppe von K ver- 
mittelt. 

Damit ist für den Körper K ein umfassender Teil derjenigen Tatsachen festgestellt, 
die die allgemeine Klassenkörpertheorie für den absoluten Klassenkörper zu Q aussagt. 


Es fehlt lediglich noch die Tatsache, daß die Relativdiskriminante von K gleich 1 
ist, und (möglicherweise darüber hinaus !0)), daß das Zerlegungsgesetz von Satz 14 auch 
für die in D aufgehenden Primideale gilt. Beweise für diese letzteren Tatsachen ohne 
een transzendenter Hilfsmittel (Dirichletscher Reihen usw.) sind bisher nicht 

ekannt. 





'%) Wenn nämlich die Diskriminante von H(f) nicht 1 ist. 
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II. Der Strahlklassenkörper K, mod. m zu 2. 
S$1. Die Strahlklassengleichung mod. m von Q. 


In 1, Satz 22 wurde gezeigt, daß die Strahlklasseninvarianten z(f*) mod. m von Q 
algebraische Zahlen sind. Wir wollen jetzt darüber hinaus zeigen, daß die zu einer 
absoluten Idealklasse £ im Sinne von 1, S.130 gehörige Strahlklassengleichung mod. m 
von Q, d. i. das Polynom 


Tat, 9 = „I U — ht), 


ein Polynom 7m(t, j(£)) in t und j(f) mit von f unabhängigen Koeffizienten aus Q ist, 
so daß also die volle Strahlklassengleichung mod. m von ®, d.ı. das Polynom 


Tal) = — ı(t*)) = I Talt, iB)), 


Koeffizienten aus Q hat. 

Zur Abkürzung nennen wir im folgenden einen Ausdruck vom Typus P(j(f)) bzw. 
Q(;(k)), wenn er als rationale Funktion (und folglich auch als Polynom) in j(f) mit von t 
unabhängigen Koeffizienten aus P bzw. Q darstellbar ist; eine rationale Funktion 
oder eine Potenreihe mit Koeffizienten vom Typus P(j(f)) bzw. Q(j(f)) nennen wir ihrer- 
seits von diesem Typus. 
| Zum Beweis der ausgesprochenen Behauptungen leiten wir zunächst das bereits in 
der Einleitung erwähnte verallgemeinerte Prinzip der komplexen Multiplikation her. 

Satz 15. Es sei n ein ganzes Ideal +1 aus Q, a ein beliebiges Ideal aus Q und { 
die absolute Idealklasse von a. Dann existiert eine nur von n, nicht von a oder f abhängige 
rationale Funktion Ry(t, v) mit Koeffizienten aus Q derart, daß 


(u, —) = Rulzlu, a), j(1)) 


ist. 
Oder also kürzer: 


(u, —) ist eine rationale Funktion von t(u, a) vom Typus RQ7(k)). 


Beweis: a) Die Funktion {(u, —) ist bei der 1, S. 128 erklärten Gruppe U, invariant; 


Eiche h ' a 
denn sie ıst bei U, invariant, und U, ist Untergruppe von U,, weil a Teilmenge von = 


n n 
. . N ’ a 
ist, weıl also aus u’ = u mod. a folgt u’ = u mod. e 


Nach 1, Satz 17 folgt daraus die Existenz einer (von n und a abhängigen) in I! 
rationalen Funktion Ay,(t, a) derart, daß 


(u, —) = Rulzlu, a), a) 


ist. Wegen der Homogenität 0. Dimension von r(u, w) hängt übrigens Ay,(t, a) nur 
von Ef ab, so daß wir also 


(u, —) — Rult(u, a), %) 


schreiben können. 
Wir setzen nun die rationale Funktion Ay(t, £) in die Gestalt 
Zu(t, D) 
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mit Polynomen Zy„(t, E) und Ny(t, £) in t, die eindeutig dadurch festgelegt seien, daß sie 
teilerfremd sind und daß Ny(t, f) den höchsten Koeffizienten 1 hat. 


b) Wir beweisen jetzt zunächst, daß der so normierte Nenner die Produktzerlegung 


Nult, f) . BER =. z(o, a)) 


ga 


()= = 


hat, wo o ein volles System von mod. a inkongruenten Zahlen durchläuft, für die (oe) = ” 


mit einem ganzen Ideal g ist, exkl. o = 0 mod.a,d.h. qg= O0 mod. n. 


Um das zu beweisen, entnehmen wir aus 


(u, n ) _ Zu(ttu, a), f) 


 Nutrtu, a), B) 
in einer gewissen Analogie zu Satz 1, daß bei der angegebenen Normierung der Nenner 
Nut, £) für alle und nur die Werte i = £ verschwindet, für die, wenn & = r(o, a) gesetzt 


’ a h i 
wird, die Funktion (u, = ) bei u = po unendlich wird, während dem Ansatz gemäß (u, a) 


bei u= o endlich (= £) ist. Die Ordnung der Unendlichkeitsstellen von (u, -) ist 


gemäß 1, S. 127 durchweg e. Bezeichnet dann k, die zu untersuchende Ordnung des 
Verschwindens von Ny(t, £) bei i = £, und n, die Ordnung, mit der der Wert & = r(o, a) 
e 


angenommen wird, so hat man aus obiger Relation überdies k,n, = e, also k, = ns 
ie 


Daß (u, —) für u = o unendlich wird, während (e, a) endlich bleibt, trifft nun 
nach 1, Satz 16 genau für alle 


e=Omod. —, o = 0 mod. a 


zu, d. h. also für alle o, für die (o) = = mit ganzem 9 = 0 mod. n ist. Da mod. a kon- 


gruenten o sowie assoziierten 0 derselbe Wert & = t(o, a) entspricht, so ist also zunächst 
bewiesen, daß 


Nat, 9 = IT, 0 — re, a))#e 
()= 1. 


mit gewissen Exponenten k, ist, für die bisher k, = - feststeht. 
14 


Die Ordnung n,, mit der ein Wert & = r(o, a) angenommen wird, ist nun nach 1, 
5. 128 gleich der Ordnung des zu o als Punkt des Diskontinuitätsbereiches D, gehörigen 
Fixpunktzyklus der Gruppe U,. Ist also e eine primitive e-te Einheitswurzel, so wird der 
Fixpunktzyklus um o durch 


u. r e 
i 


u —o=e" (u—o), d.h. u —e" u a (=0,..,%. —1) 


gegeben; es ist also - der früheste Exponent, für den die mit i=1 gebildete dieser 
e 

Substitutionen zur Gruppe U, gehört, d.h. für den 

Er o = omod. a 
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Pr e " 
ist. Daher sind unter den zu o assoziierten e’o genau k, = = mod. a inkongruente vor- 
e 


handen. Es kommen somit die obigen Exponenten k, gerade dadurch zum Fortfall, daß 
man das Produkt über alle Zahlen o mod. a mit der angegebenen Beschaffenheit statt 
nur über alle derartigen Hauptideale (o) mod. a erstreckt. 
Damit ist zunächst die über N„(t, f) ausgesprochene Behauptung bewiesen. 
c) Es sei nun n das kleinste positive ganze Multiplum von n und «,, x, eine Basis 
des Ideals a. Dann besitzen die Zahlen o wie in 1, S. 133 Darstellungen 
BER 81% + 82% 
. n 
mit ganzrationalen g,, g # 0, 0 mod. n, und mod. a inkongruenten o entsprechen mod. n 
inkongruente Paare g,, g. Daher ist Ny„(t, f) Teiler des Polynoms 


Tult, N) IT ( ch (tn, a)) 


27,7, mod. n 








in tz, (das aus Homogeneitätsgründen wieder nur von f abhängt). Es kann dann also 
Tat, £) = Nult, £) Qnlt, #) 
mit einem nur von n und f abhängigen Polynom (,„(t, E) in t gesetzt, und dann weiter die 
obige Quotientendarstellung von Ay(t, E) zu 
Zult, E) Onlt, E) _ Zult, ©) 
DT NND Tun) 
erweitert werden, wo Zy(t, £) ein weiteres nur von n und f abhängiges Polynom in t ist. 
Diese Erweiterung ist für den Beweis deshalb förderlich, weil für den neuen Nenner 
T„(t,£) die für Au(t, £) zu beweisende Eigenschaft leicht festzustellen ist. In der Tat sieht 
man unmittelbar, daß die Polynome 7',(t, £) mit den in 1, Satz 21 behandelten Polynomen 
T „(t, j(£)) durch die Substitution 
Tal, = I Tuült, jH) 


ni+1l 





zusammenhängen, und daß folglich wie 7,„(t, j(£)) so auch 7,(t, £) ein Polynom 7,(t, j(f)) 
vom Typus P(7 (E)) ist. 


d) Um den Beweis zu vollenden, ist noch zu zeigen, daß der neue Zähler Z,(t, f) 
ein Polynom Zy(t, j(f)) vom Typus Q(j(f)) ist. 
Dazu schreiben wir die bis jetzt gewonnenen Quotientendarstellung von eu, - in 


der Form 


eu, 2) Tatra, a), id) = Zutztu, 0), D 
und entwickeln beide Seiten nach Potenzen von u oder besser gleich nach Potenzen der 
Größe O0. Dimension 
PEN. A 
g(%(a)’ 
wo g(%(a) den in 1, S. 127 der Weierstraßschen 9-Funktion angefügten Normierungsfaktor 
bedeutet. Man hat allgemein eine v-Entwicklung 


z(u, w) =, & Fulw) *, 


= 
j % 4 
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wo die Koeffizienten F;(w) ganze Modulfunktionen, also Polynome F;(j(w)) in j(m) 
sind, deren Koeffizienten sich etwa mittels des g-Entwicklungsprinzips !!) als rationale 
Zahlen erweisen. Im singulären Falle mw = a hat man also eine v-Entwicklung 


&@ 


(u, a) =, 2, Alt) v 


1 


vom Typus P(j(f)). Es ist dann 


ER 


Hierin ist nach Satz 10 A) vom Typus Q(7(f)). Wir werden ferner nachher beweisen, 


fi 
ga) r y . : ® ME - rw ’ a 
daß auch vom Typus Q(7(f)) ist. Also ist auch die v-Entwicklung von r( u, . und 


a 
e)| — 
3 n 
folglich auch die von (u, —) T „(t(u, a), (f)) vom Typus Q(7(f)). Durch Koeffizienten- 


vergleich folgt jetzt, daß auch die v-Entwicklung von Z,(r(u, a), £) vom Typus Q(j(f)) ist. 

Die ersten Koeffizienten dieser v-Entwicklung hängen aber mit den Koeffizienten 
von Zu(t, £) eineindeutig durch ein rekursives lineares Gleichungssystem zusammen, 
dessen Koeffizientenmatrix aus den Koeffizienten der v-Entwicklung von (u, a) gebildet 


ist, also den Typus P(j(f)) hat. Daher sind auch die Koeffizienten von Zyu(t, £) vom Typus 


2). 
Damit ist der Beweis des Satzes erbracht, bis auf den zurückgestellten Nachweis, 


(e) 
daß Dt vom Typus Q(7(f)) ist. 


(e)| __ 
5 n 


e) Um diesen restlichen Nachweis zu erbringen, betrachten wir die Funktionen 


g()(w,, W;) 
8u,(W1 Ws) Z go(M,(w,, w,)) ’ 


wo n= nm das kleinste ganze positive Multiplum von n ist und die M, ein Repräsen- 





tantensystem der y(m) Transformationsklassen vom Grade m = \ (m) = N (*) bedeuten. 


Die zu untersuchende Größe ist dann der singuläre Wert 
g(%(a) u g(9(&,, &g) a 


go(“) d & M (a, %)) 
n 


WO &,, &, eine Basis von a ist, und die Transformation M(&,, &) eine Basıs von ma = 0 


= gy(&ı, &,) ’ 





liefert. Nach Wahl von n ist m in der Tat ein ganzes Ideal ohne ganzrationalen Teiler, 
also die Transformation M vom Grade m = N(m) ganzzahlig primitiv. 
Analog zu S. 73 hat man nun Darstellungen 
= Gm(J(M,(w,, w;)), /(w,, W;)) 
Eur 1) = Im(j(M,(w;, %3)), /(w1, W3)) ' 








11) Oder auch durch direkte Ausrechnung, indem man die u-Entwicklung von p(u, w) aus der Partialbruch- 
zerlegung herstellt und die Koeffizienten mittels der Differentialgleichung auf g,(w) und 9,(1) zurückgeführt. 
Journal für Mathematik. Bd. 165. 11 
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wo Zähler und Nenner Polynome in j(M,(w,, w)) und j(w,, w,) mit ganzen rationalen 
Koeffizienten sind, insbesondere der Nenner die Ableitung der Invariantengleichung 
It, (w,, w,)) nach t für i = J(M,(w,, w;)). 


Ist daher 7(M(x,, &)) = J(ma) = ie a) = (=) keine Doppelwurzel von 


J,.(t, j(£)), so verschwindet der Nenner im oben angegebenen singulären Falle nicht, 
und jene Darstellung liefert die Behauptung über g,,(%, &). 


f) Im allgemeinen Falle, daß j(M(x,, %)) genau r-fache Wurzel von J„(t, j(f)) 
ist, muß die eben angegebene Schlußweise noch etwas ausgebaut werden. Es ist dann 
für genau r der Transformationsklassen, die durch M7,..., M; repräsentiert seien, 
/(M5(&], &%)) = J(M(x,, %)). Dementsprechend bilden wir das Polynom 


(w;, ws) = I (a — /(M,(w,, %;)), 
in a, bezeichnen ferner mit /,(w,, w) (u =1,...,s) die aus ihm durch Modulsubstitu- 
tionen entstehenden s = (Pi) ) formal verschiedenen Polynome und bestimmen die 


Zahl a rational so, daß nur eines der /,(x,, &) gleich !(&,, &) wird. Das letztere ist 
deshalb möglich, weil nach Konstruktion nur eines der /,(&,, &) als Polynom ın a mit 
(x, &,) identisch ist. 

Mit diesen /,(w,, w,) haben wir im allgemeinen Falle an Stelle der ım Spezialfalle 
benutzten 7(M,(w,, w,)) zu operieren. 

Ganz analog wie in 1, Sätze 7 und 9 beweist man für sie zunächst, daß das Analogon 
zur Invariantengleichung, nämlich 


Lit, /(w;, W,)) = I . l.(w,, w,)) 


ein Polynom in t und 7(w,, w,) mit ganzrationalen Koeffizienten ist. 

Bezeichnet ferner h(w,, w,) irgendein ganzrationalzahliges symmetrisches Polynom 
in den g,,,(%,, %) und h,(w,, w) (u =1,...,s) dies aus ihm durch Modulsubstitutionen 
entstehenden formal verschiedenen Funktionen, so vertauschen sich die h,(w,, w,) bei 
der Modulgruppe genau wie die /,(w,, %,), und man hat daher wieder Darstellungen 


. ‚ a K(lı(w,, u), /(w,, w;)) 

la) ln, Wo), Ann we)” 
wo der Zähler sich mittels des g-Entwicklungsprinzips als Polynom in /,(w,, w,) und 
/(w,, w) mit ganzrationalen Koeffizienten erweist und der ebenso beschaflene Nenner 
die Ableitung nach t von L{t, j(w,, w,)) für i = l,(w,, w,) ist. Nach Konstruktion ver- 
schwindet dieser Nenner in unserem singulären Falle nicht, und jene Darstellung bleibt 
also sinnvoll. Weil !(&,, &,) = (a — j(f))” vom Typus P(j(£))ist, liefert sie die Tatsache, 
daß auch Ah(x,, &%) vom Typus P(j(f)) ist. 

Das wenden wir jetzt einerseits auf die elementarsymmetrischen Funktionen der 
gu;(&%ı, &%2), andrerseits auf deren Potenzsummen an. So ergibt sich, daß einerseits das 





Polynom 


Gt, KH) = Il — Euzlaı &)) 


andrerseits die Zahlen 


Arl/(B) = 2 8,08 %)" 


vom Typus P(7(E)) sind. 
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Wir können nun die Werte Su; %g) sämtlich durch den einen g,,(X%1, %) aus- 
drücken. Aus /(M,(&,, %)) = /(M(x,, &%)) folgt nämlich, daß 
1 
M,(&,, &%) = 7. 5, M(&,, &) 
mit Modulsubstitutionen 5, und Zahlen /, aus Qist. Da die Multiplikation mit einer 
Einheit durch eine Modulsubstitution ersetzt werden könnte, können hierbei keine zwei 
der Zahlen A, zueinander assoziiert sein. Setzen wir diese Darstellungen der M/(x,, x,) in 


Eu &) = — nn A... 
go Mio, x,)) 
ein, so folgt aus der Homogeneität e-ter Dimension von g(w), daß 
Eu;(&ı %) = ), gyu(&ı &2) 


ist. Unsere Formeln für die Potenzsummen gehen damit über in 
Bu (an oh, 2 Ar = Aid). 


r 
u. N k . . . 
Verschwänden nun alle r Summen 2 ),(k=1,...,r), so verschwände die Determinante 
v—= 


|75°|, also das Differenzenprodukt IT (35, — #,); das ist aber nicht der Fall, weil wie 


»<» 


festgestellt keine zwei der }, zueinander assoziiert sind. Also existiert ein k > 1, für das 


r 
E 7“ nicht verschwindet. 


v1 


Wir betrachten dann das Polynom 
Gt, IH) = FL — Artjlt)) 


vom Typus ® (j(f)). Es besitzt die Wurzel g ,(%,, %). Dagegen ist keine weitere der 
Größen gu,(&1 %) = 7, 81(%1, %g) Wurzel von G,{t, j(f)); denn sonst wäre //=1, also gegen 
unsere Feststellung doch /, zu dem zu M gehörigen Faktor } = 1 assoziiert. Somit haben 
G,(t, 7(E)) und Gt, j(f)) nur die (für das letztere Polynom einfache) Wurzel g,,(%,, %s) 


ga) 


gemeinsam. Daher ist g,(%, &%) = gy(a) = — nach dem auf S. 72 zitierten 
ol us 
oO 


n 


Weber-Perronschen Satz ebenfalls vom Typus Qj(k)). 
Das beendet den Beweis von Satz 15. 
Wir können nunmehr leicht die zu Beginn dieses Paragraphen ausgesprochenen 


Behauptungen beweisen. 
Satz 16. Die zu einer absoluten Idealklasse f von Q gehörige Strahlklassengleichung 


Tat, = IT ( — 1%) 


ist ein Polynom Tnit, j(k)) vom Typus Qjtk)). 
Beweis: Gemäß 1, S. 130 ist 
Tm(t, E) =. — (p,0)), 


ra 
(e)= 2 


(t,m)=1 
wo a ein festes Ideal aus £ bedeutet. 
Ist em die Anzahl der mod. m inkongruenten Einheiten aus Q, so hat man ähnlich 


wie oben auf S. 79/80 
11° 
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T mit, ge = 1 wu auch z(o, a)), 


wo das Produkt nunmehr über die verschiedenen Zahlen o statt Hauptideale (») 
mit den angegebenen Bedingungen erstreckt ist. 

Diese Polynome T7y(t, £)’" hängen nun mit den im Beweis zu Satz 15 auf S. 79 
aufgetretenen Nennerpolynomen 


Null, = 7 — 16, 9) 
(()= - 
ähnlich wie oben auf S. 80 durch die Substitution 
Nndt, 8 = II Tmilt, Di, 


mi+l 
also mittels der Möbiusschen w-Funktion umgekehrt 


m 
T met, ey = I Nm tt, nm), 
mir 
zusammen. 

Da nach Satz 15 der reduzierte Nenner N(t, £) der dort nachgewiesenen rationalen 
Funktionen An(t, j(f)) vom Typus Q(7(f)) ebenfalls von diesem Typus ist, so gilt somit 
dasselbe von 7’ n(t, £)’t und daher auch von Ty(t, £) selbst. 

Aus Satz 16 ergibt sich ferner gemäß Satz 5 unmittelbar 

Satz 17. Die volle Strahlklassengleichung mod. m von 2 


Tal) = (t — ı(#*)) = Talt, j($)) 


ist ein Polynom mit Koeffizienten aus N. 

Wir beweisen schließlich analog zu Satz 6 

Satz 18. Die Strahlenklassengleichung mod. m zu einer absoluten Idealklasse E von Q 
ist irreduzibel ım absoluten Klassenkörper K. 

Beweis: Wir stützen uns auf die in 1, Satz 23 für jede Strahlklasseninvariante 
z(£*) mod. m von Q bewiesene Kongruenz 

fr) =c(ff ff) mod.* p, 
wo p ein nicht in der Diskriminante d von Q, nicht in N(m) und nicht in den Relativ- 
diskriminanten dr der sämtlichen Körper Q(r(f*)) in bezug auf Q aufgehendes Prim- 
ideal 1. Grades aus Q und p = N(p) ist. 

Es sei r(f*) irgendeine der zu f gehörigen Strahlklasseninvarianten mod. m von Q, 
und Ft, j(f)) der zu r(f*) gehörige irreduzible Faktor von T7yu(t, j(f)) in K = Ajtlk)). 
Ferner sei z(ff) irgendeine weitere zu f gehörige Strahlklasseninvariante mod. m von Q®. 
Wir setzen dann ff = f& f*, wo dann also ff eine in die absolute Hauptklasse fallende 
Strahlklasse mod. m von ® ist, und bestimmen in ff ein ganzes Ideal u =P,'''P, 
das nur aus zu d, N(m) und den d» primen Primidealen 1. Grades p, von Q zusammen- 
gesetzt ist, so daß also die obige Kongruenz für die p, anwendbar ist, und ebenso die 
analoge für (f) aus1, Satz 11. Außerdem soll a, auch noch prim sein zur Diskriminante D 


der absoluten Klassengleichung H(t) und den Diskriminanten A® der sämtlichen Strahl- 
klassengleichungen Ty(t, 7(f)), wo f alle absoluten Idealklassen von 2 durchläuft — 
die letzteren sind nach 1, Satz 20 von Null verschieden. 

Ein solches Ideal a, = (&,) gibt es sicher in ff. Sei nämlich g ein ganzes positives 
Multiplum von d, m, den de, D und den 4®, Wir wählen dann zunächst ein zu g primes 
Ideal (x) in F£. Ist 
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“= a0, + a0, 
die Darstellung von a, durch eine Basis w,, ®, der ganzen Zahlen von Q, so bestimmen 
wir 
X = A410, + A,W 
so, dab 
a, =ay mod. g a,=a; mod. g, (a,,a,) = 1 
ist; das ist möglich, weil nach Wahl von a5 der größte gemeinsame Teiler (ai, a3, g) = 1 
ist. Es ist dann auch (&,) ein zu g primes Ideal aus ff, und (x,) ist zudem nur aus Prim- 
idealen 41. Grades von Q zusammengesetzt, denn es enthält nach Konstruktion keinen 
ganzrationalen Teiler. Somit erfüllt also a, = (&,) alle gestellten Bedingungen. 
Weil nun p, prim zu N(m) ist, hat gemäß 1, Satz 22 7(t, j(£)) und mithin auch 
Fit, j(£)) als Polynom in t für p, ganze Koeffizienten aus K = Q(j(f)), und weil weiter p, 
prim zu D ist, haben deren Polynomdarstellungen durch 7(f) für p, ganze Koeffizienten 
aus 2. Weil p, vom 1. Grade ist, folgt also aus 
Frt*), (DB) = 
durch Potenzierung mit p, = N(p,) in bekannter Weise zunächst 
Fir)”, j()”")=0 mod.* p,. 
Wendet man dann die obige Kongruenz und ihr schon im ersten Abschnitt beim analogen 
Beweis benutztes Analogon für 7(f) an, ergibt sich ferner 
Frist), it, HD) = Omod.* p,. 


—1 
Weil schließlich p, prim zu den ee, also insbesondere zu A 'n” gewählt ist, so hat die 


letztere Kongruenz 
Fri), je HD) = 0 


zur Folge. 
So mit Py,...,p, fortfahrend ergibt sich unter Beachtung von 
= a=B%, u, I, = = 1 
schließlich 


Fu ), ih) = 
d.h. nach Wahl von & 

Fri), (H) =0. 
Das besagt aber die Irreduzibilität von 7 (t, j(f)) in K. 

Es liegt gemäß Satz 17 nahe zu vermuten, daß die volle Strahlklassengleichung 
Tm(t) in Qirreduzibel ist. Das würde sich nach demselben Schema wie die Irreduzibilität 
der Strahlklassengleichungen Ty(t, j(f)) in K beweisen lassen, wenn nur feststände, 
daß die Diskriminante A von T„(t) nicht Null ist, oder also, daß die sämtlichen Strahl- 
klasseninvarianten z(f*) mod. m (nicht nur die zu einer festen absoluten Idealklasse f 
gehörigen) voneinander verschieden sind. Da die 7(t, j(f)) zueinander konjugierte 
irreduzible Polynome in K sind, käme das weiter darauf hinaus, daß diese Polynome 
untereinander verschieden sind. Diese Frage ist indessen noch ungelöst. 


S 2. Die Galoissche Gruppe des Strahlklassenkörpers mod. m zn Q. 


Die in den Sätzen 16, 18 enthaltenen Hauptresultate von $ 1 besagen, daß die den 
Strahlklasseninvarianten z(f*) mod. m zu einer festen absoluten Idealklasse f von Q 
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zugeordneten Körper K(z(f*)) = Qx(f*), j(f)) ein volles System zueinander in bezug 
auf K konjugierter sind. Wir wollen jetzt zeigen, daß diese Körper alle identisch sind, 
daß also die Strahlklassengleichung 7„(t, j(f)) Galoissch in bezug auf K ist. 

Wir beweisen dazu in Analogie zu Satz 10 

Satz 19. Zu jeder Strahlklasse f5 mod. m von ® existiert ein nur von fg abhängiges 
Polynom Re(t, j(f)) vom Typus Qj(f)) derart, daß für jede Strahlklasse f* mod. m von 
Q mit zugehöriger absoluter Idealklasse E gilt 


(to 1%) = Aulz(f*), ZB). 


Beweis: Während wir den analogen Beweis im ersten Abschnitt aus der Theorie 
der Transformation vom Primzahlgrade p schöpften und die Multiplikation mit zu- 
sammengesetzten Idealen a, auf die mit Primidealen p zurückführten, sind wir hier in 
der Lage, gleich die Multiplikation mit zusammengesetzten Idealen a, zur Aus- 
führung zu bringen, weil nämlich das in Satz 15 bewiesene verallgemeinerte Prinzip der 
komplexen Multiplikation sich nicht nur auf den Primidealfall n = p sondern auf den 
allgemeinen Fall eines zusammengesetzten n erstreckt. 

Ist im Sinne von 1, S. 130 


ra 
fr) r —,a) 


und ist a, ein ganzes Ideal aus ff, so ist im selben Sinne 


a 
ae a ra a 
Toy ME Te) BED LEN 
m a mn a, 


z(f5 £*) und r(f*) hängen also gerade durch die verallgemeinerte komplexe Multiplika- 
tion zusammen. Man hat daher gemäß Satz 15 


ur) = Rule), I). 


Indem man für jede Strahlklasse ff mod. m aus Q einen Repräsentanten a, auswählt 
und die Nenner der rationalen Funktionen R,(r(f*), j(f)) mittels der nach Satz 18 
irreduziblen Gleichung 7Tu(r(f*), j(f)) = 0 beseitigt, erhält man Polynome Aes(t, /(f)) 
der im Satz angegebenen Art. 

Die Existenz der Ast, j(f)) in Satz 19 zunächst besagt nun 

Satz 20. Die volle Strahlklassengleichung Ty(t) ıst Galoissch ın bezug auf K. 

Der Körper Km = K(r(f*)) = Xr(f*), (E)) ıst also von der Wahl der Klasse !* 
unabhängig und Galoissch in bezug auf Q. 

Das letztere folgt daraus, daß nach Satz 17 T(t) Koeffizienten aus Q hat, undK 
nach Satz 11 Galoissch in bezug auf ® ist. 

Die Unabhängigkeit der A;s{t, j(f)) in Satz 19 von ff ferner besagt, wie man 
leicht sieht, 

Satz 21. Der Körper Km ist Abelsch in bezug auf Q, und seine Relativgruppe ist 
isomorph zur Gruppe der Strahlklassen mod. m in Q, indem jeder Strahlklasse f5 mod. ın 
von Q mit sie enthaltender absoluter Idealklasse f, die Substitution 


= (tr) > ud, HE), 
wo E* alle Strahlklassen mod. m von Q durchläuft, zugeordnet wird. 
Insbesondere folgt noch 
Zusatz. Die Relativgruppe von Km in bezug auf K ist isomorph zur Gruppe der ın 
der absoluten Hauptklasse von Q enthaltenen Strahlklassen mod. m, indem jeder solchen 
Strahlklasse f% die Substitution 
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or = (tr) > ri R)), 
wo f* alle Strahlklassen mod. m von Q durchläuft, zugeordnet wird. 


Man kann fragen, ob der Körper Ku = RXr(f*), j(f)) schon durch alleinige Ad- 
junktion einer Strahlklasseninvariante z(f*) zu 2, ohne gleichzeitige Adjunktion einer 
absoluten Klasseninvariante j(f), gewonnen werden kann. Ersichtlich kommt auch 
diese Frage auf die Irreduzibilität der von r(f*) befriedigten vollen Strahlklassen- 
gleichung Tm(t) über Q hinaus, also auf die am Schluß des vorigen Paragraphen als 
noch ungelöst bezeichneten Fragen. 


$3. Das Zerlegungsgesetz für die Primideale von Q im Strahlenklassenkörper mod. ıı zu Q. 


In 1, Satz 24 wurde das Zerlegungsgesetz für die Primideale 1. Grades aus Q 
im Körper K„ mit einer endlichen Anzahl von Ausnahmen hergeleitet. Was diese Aus- 
nahmen betrifft, so sind von den dort gestellten Forderungen 1—7 durch die im vor- 
stehenden gewonnen Resultate einige als von den andern bedingt erkannt. So wurde 
schon im ersten Abschnitt am Schluß von $ 1 festgestellt, daß die Forderungen 3 und 5 
dasselbe besagen. Analog folgt aus Satz 18 ın $ 1 des zweiten Abschnitts, daß die Forde- 
rungen A und 6 dasselbe besagen. Schließlich zieht Satz 20 in $ 2 nach sich, daß die 
Forderung 7 eine Folge aus den Forderungen 3 und 4 ist. 

Zusammenfassend haben wir damit jetzt folgende einfachere Formulierung für 1, 
Satz 24: 

Satz 22. Ist p ein Primideal 1. Grades von Q, das prim ist zu 

1. der Diskriminante d von Q, 

2. N(m), 

3. der Diskriminante D der absoluten Klassengleichung von Q, 

4. den Diskriminanten AN der Strahlklassengleichungen 


T mt, j(f)) mod. m von 22), 


so zerfällt p in Km in Primideale f-ten Relativgrades, wenn f die Ordnung der Strahlklasse 
f,mod.m von p ist. 

Wieder besagt darüber hinaus die in 1, Satz 23 bewiesene grundlegende Kon- 
gruenz auf Grund von Satz 21 die Gültigkeit des Artinschen Reziprozitätsgesetzes für 
die zu d, N(m), D und den 1® primen Primideale 1.Grades p aus Q. 

Damit ist für den Körper K„ ein umfassender Teil derjenigen Tatsachen fest- 
gestellt, die die allgemeine Klassenkörpertheorie für den Strahlklassenkörper mod. m 
zu 2 aussagt. 

Es fehlen lediglich noch die Tatsachen: 

1. daß das in Satz 22 ausgesprochene Zerlegungsgesetz auch für die Primideale 
zweiten Grades mit den entsprechenden endlich vielen Ausnahmen gilt, 

2. daß die Relativdiskriminante von Km in bezug auf K nur Primteiler von m 
enthält, 

3. daß die nicht in m aufgehenden bisher ausgenommenen Primideale von ® sich 
dem Zerlegungsgesetz von Satz 22 fügen, 

4. das Zerlegungsgesetz für die Primteiler von m. 


'2) Natürlich genügt es, das für eine der in bezug auf 2 konjugierten 4® zu fordern. 
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Während Punkt 1 sich in der Fueterschen Theorie, die mit Funktionen 2. Stufe 
arbeitet, erledigen läßt, habe ich bedauerlicherweise bisher keinen Beweis dafür finden 
können, der mit den in meine Theorie allein eingehenden Funktionen 1. Stufe auskommt. 
Wenn ein entsprechender Beweis im Falle des absoluten Klassenkörpers K im ersten 
Abschnitt, Satz 13, gelingt, so ist dafür der besondere Umstand verantwortlich, daß 
die Primideale 2. Grades p = p aus Q alle in der absoluten Hauptklasse liegen, also 
f =1 haben. 

Auch die Punkte 2 und 4 lassen sich in der Fueterschen Theorie erledigen. Ich 
hoffe das demnächst in meiner Theorie nachholen zu können. 

Dagegen ist ein Beweis für Punkt 3 ohne Verwendung transzendenter Hilfsmittel 
(Dirichletscher Reihen etc.) auch hier, entsprechend wie im ersten Abschnitt, bisher 
nicht bekannt. 





Eingegangen 1. Januar 1931. 
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Bemerkungen zum dreizehnten Hilbertschen Problem. 


Von Ludwig Bieberbach in Berlin. 


Im Jahre 1900 hat Hilbert 23 Probleme gestellt !). Sie sind in den letzten 30 Jahren 
fast alle gelöst worden ?). 

Am dreizehnten dieser Probleme aber ist man allgemein achtlos vorübergegangen. 
Zweck der nachstehenden Zeilen ist es, zu zeigen, daß dies nicht an der Unzugänglichkeit 
dieser Fragestellungen liegt, daß man vielmehr mit relativ leichter Mühe diesem 
Problem einiges abgewinnen kann. 

Das Problem bezieht sich auf die Darstellung von Funktionen von drei Variablen 
durch Ineinanderschieben von Funktionen von zwei Variablen. Sind x,, &,, 23 drei Va- 
riablen, so sind f(x), &2), £(Xs, £3), (X, x&,) Funktionen von zwei Variablen. Sind a,b, ec, 
A,B,C,... weitere Funktionen von zwei Variablen, so sind z.B. a(f, g), b(g, h), c(h, f), 
A(a,b), B(b, c), C(A, B),... Funktionen von drei Variablen. Funktionen, die man durch 
Verwendungendlich vieler Funktionen von zwei Variablen darstellen kann, werden, wie wir 
sagen wollen, durch Ineinanderschachtelung von Funktionen von zwei Variablen gewonnen. 
Hilbert stellt in seinem Vortrag die Aufgabe, zu beweisen, daß eine bestimmte von ihm 
namhaft gemachte Funktion so nicht gewonnen werden kann. Er bemerkt weiter, er 
habe sich durch strenge Überlegung davon überzeugt, daß es analytische Funktionen 
von drei Variablen gibt, die nicht ‚durch endlich-malige Verkettung von Funktionen 
von nur zwei Argumenten erhalten werden können“. Hilberts Angabe muß man zu- 
nächst richtig dahin verstehen, daß auch die benutzten Funktionen von zwei Argumenten 
analytisch sein sollen. Hilbert hat in der Tat gelegentlich in Vorlesungen bewiesen, daß 
es ganze Funktionen von drei Variablen gibt, die sich nicht durch Ineinanderschachtelung 
von analytischen Funktionen von zwei Variablen darstellen lassen. Wollte man die 
Hilbertsche Behauptung so wörtlich nehmen, wie sie in seinem Vortrag steht, so wäre 
sie nicht einmal richtig. In der Tat hat Hilbert selbst in Vorlesungen bemerkt, daß man 
jede Funktion von drei Variablen durch Ineinanderschieben von Funktionen von zwei 
Variablen gewinnen kann, wenn man den Funktionsbegriff im Dirichletschen Sinne 
meint. Hernach werde ich zeigen, daß es stetige Funktionen von drei Variablen 
gibt, die man nicht durch Ineinanderschieben von stetigen Funktionen von zwei Variablen 
gewinnen kann. Die Beschränkungen also, die man dem Funktionsbegriff auferlegt, 
sind es, die dem Problem Gehalt geben. 


1. 


Jede Funktion von drei Variablen läßt sich durch Ineinanderschachtelung von Funk- 
tionen von zwei Variablen darstellen. 





!) Der Hilbertsche Vortrag ist nicht nur in den Comptes rendus des Pariser internationalen Mathematiker- 
kongresses enthalten, sondern auch Göttinger Nachrichten 1900 und im Archiv für Mathematik und Physik wieder 
abgedruckt worden. 

?) In „Die Naturwissenschaften‘‘ 1930, Heft 51, habe ich einen Überblick darüber gegeben. 

Journal für Mathematik. Bd. 165. 12 
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Es sei z.B. f(x, %,%,) in dem Würfel O<xz;, <s1 erklärt. Man denke sich 
0<x, <1, 0 <x, SA umkehrbar eindeutig auf die Strecke 0 <y=1 abgebildet 
und setze x, =x. Dann ist der Würfel umkehrbar eindeutig auf das Quadrat 
0 <xr<sA1,0<y<si abgebildet. Es sei x, =, 2%, = a(y), 23 = P(y) die Abbildung. 
Dann wird 

I(&ı Lg, %3) w. f(&, (y), P(y)) - F(x, Yy). 
Weiter ist die Abbildung auch so darstellbar: 
= 4, Y = Plly a). 
Also ist 
Hz, %2, %3) = Ft, P(Xy 23)). 
Also ist jede Funktion von drei Variablen mit Hilfe von zwei Funktionen von zwei Va- 
riablen darstellbar. Dabei kommen aber sicher unstetige Funktionen vor. 


2. 


Nicht jede stetige Funktion von drei Variablen läßt sich durch Ineinanderschieben 
von stetigen Funktionen von drei Variablen darstellen. 

Der Beweis beruht darauf, daß sich jede stetige Funktion von zwei Variablen durch 
Polynome von zwei Variablen gleichmäßig approximieren läßt. 

Darstellbar nenne ich eine Funktion, wenn sie sich durch Ineinanderschieben von 
endlich vielen stetigen Funktionen von zwei Variablen darstellen läßt. 

n-darstellbar nenne ich eine Funktion, wenn sie sich durch Ineinanderschieben 
von höchstens n stetigen Funktionen von zwei Variablen darstellen läßt. Jede darstell- 
bare Funktion ist also für passendes r auch n-darstellbar. 

n-rational oder n-Polynom nenne ich ein Polynom, das durch Ineinanderschieben 
von höchstens n Polynomen von zwei Variablen darstellbar ist. 

n-approximierbar heißt eine Funktion, wenn sie in einem gegebenen Bereich durch 
n-rationale Funktionen gleichmäßig approximiert werden kann. 

Jede n-darstellbare Funktion ist n-approximierbar. Dies ergibt sich aus dem Weier- 
straßschen Satz, wonach eine jede in einem abgeschlossenen Bereiche stetige Funktion 
von zwei Variablen durch Polynome von zwei Variablen gleichmäßig approximiert 
werden kann. Dies ist wohl ohne weiteres klar, wenn die von uns herangezogenen Funk- 
tionen von zwei Variablen für alle Werte dieser beiden Variablen stetig erklärt sind. 
Durch den zu beweisenden Satz wird aber nur verlangt, daß die betreffenden Funktionen 
auf gewissen abgeschlossenen Punktmengen stetig sind, die durch den Wertevorrat der 
einzusetzenden Funktionen bestimmt sind. Als Wertegebiet der drei Variablen x,, X,, %3, 
um deren stetige Funktionen es sich handelt, legen wir dabei einen abgeschlossenen 
Bereich B zugrunde. Der Tietzesche Erweiterungssatz !) lehrt aber, daß jede auf einer 
abgeschlossenen Menge stetige Funktion zu einer anderen ergänzt werden kann, die in 
der ganzen Ebene stetig ist, und die auf der abgeschlossenen Menge mit der gegebenen 
übereinstimmt. 

Jede nicht n-approximierbare Funktion besitzt eine Umgebung von nicht n-appro- 
xımierbaren Funktionen. 


f(X1, a, %3) sei nicht n-approximierbar. f; sei eine Folge n-approximierbarer Funk- 
tionen. Es sei in B 


!) H. Tietze, Über Funktionen, die auf einer abgeschlossenen Menge stetig sind. Crelles Journal Bd. 145 
(1915), S.9—23. Vgl. auch F. Hausdorff, Über halbstetige Funktionen und deren Verallgemeinerung. Math. Ztschr. 
Bd.5 (1919), 5. 232—309. — Zusatz bei der Korrektur: Soeben veröffentlicht Herr stud. math. Rado- 
Berlin einen Beweis, der eine explizite Darstellung der Erweiterungsfunktion in wenigen Zeilen begründet. 
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Ei 


-hl<g, &>0, &>0, io. 


g; sei eine Folge n-rationaler Funktionen. Es sei |; —g;| < = in B. Dann ist 


If—gil <&i in B. Ginge dies alles, so wäre f n-approximierbar. Daher gibt es ein 
e> 0 derart, daß kein F aus |f— F| <e n-approximierbar ist. 

Es gibt für jedes k nicht-k-Polynome. Ist f(x), %,, %) k-rational, so ist auch 
Hz %, %) — F(0, 0,0) k-rational. Sei also f(0,0,0) =0 und f(x, 2%) = Y(fy Fo), 
wo f, und f, Ak-1-rational sind. Es ist 

oh, fe) u {1(0, 0, 0) + fı(& 227) 23), f2(0, 0, 0) + f2(ı, 227 X3)} 

Hier sind fı und fs neue k-1-Polynome mit fi(0, 0,0) =0 und f3(0, 0,0) = 0. Also darf 
man annehmen, daß alle für die Darstellung des k-Polynoms f(x,, &,, 23) benutzten 
Polynome im Ursprung verschwinden. Um dann diejenigen Glieder von f(x}, X, 23) 
zu bekommen, die in jeder der Variablen bis zur v-ten Ordnung höchstens ansteigen, 
benötigt man nur die Glieder bis zur v-ten Ordnung in jeder Variablen bei den Polynomen 
von zwei Veränderlichen, die bei der Darstellung Verwendung finden. Deren sind höch- 
stens k benutzt. Jedes liefert höchstens »? Koeffizienten. f(x), %,, x£,) aber hat in den 
angegebenen Gliedern »® Koeffizienten. Da aber »® > k»? für v> k, so ist es nicht 
möglich die k verwendeten Polynome von zwei Variablen so zu bestimmen, daß jedes 
Polynom von drei Variablen einmal herauskommt. 


Bei jedem k übertrefjenden Grad gibt es also nicht-k-Polynome. Die Koeffizienten 
der k-Polynome, deren Grad k übersteigt, müssen gewissen algebraischen Bedingungs- 
gleichungen genügen. Darunter gibt es solche, die vom Grad unabhängig sind. 


Für jedes k gibt es Polynome von drei Variablen, die nicht k-approximierbar sind. 


Man wähle ein Polynom (k + 1)-ten Grades, das kein k-Polynom ist, dessen 
Koeffizienten also einer der vom Grad unabhängigen Bedingungsgleichungen nicht ge- 
nügen. Dies Polynom sei f(x}, &,, £3). Dann gibt es ein e> 0, so daß die Koeffizienten 
keines Polynomes F, für das |f—F| <e ist, der betreffenden Bedingungsgleichung 
genügen. Denn aus | — F| <e folgen für die Koeffizientendifferenzen von f und F 
Abschätzungen, deren Schranken mit e gegen Null gehen. (Die Bedingungsgleichungen be- 
ziehen sich auf die Koeffizienten der Glieder höchstens (k + 1)-ter Ordnung.) Also gibt es 
eine Umgebung von f, die kein k-Polynom enthält. Also ist f auch nicht k-approximierbar. 

In jeder Umgebung jeder stetigen Funktion g(X,, &g, &3) gibt es für jedes n stetige Funk- 
tionen, die nicht n-approximierbar sind. 

Ist g nicht n-approximierbar, so ist die Behauptung trivial. Ist aber g selber n-appro- 
ximierbar, so sei f(Xj, %, 23) eine nicht 2n-approximierbare Funktion. Dann ist für 
jedes i auch if nicht 2n-approximierbar. Dann ist 

h=g+1f 
nicht n-approximierbar. Denn sonst wäre ff =h—g doch 2n-approximierbar. Man 
kann f als Polynom wählen. Ist also g ein Polynom, so ist auch h ein Polynom. 

Es gibt nichtdarstellbare stetige Funktionen von drei Variablen. f,(%}, &g, X3) sei nicht 
n,-approximierbar und &, > 0 so gewählt, daß kein F, für das |f, —F| <e, in B ıst, 
n,-approximierbar ist. Aus dieser Umgebung werde f, so gewählt, daß es für ein n, > n, 
nicht n,-approximierbar ist. &, sei so gewählt, daß kein F aus |f, — F| < e, n,-appro- 
ximierbar ist, usw. Es ist nn, > © und es sei &—0. Dann konvergieren die f;(X}, &g, 23) 


in B gleichmäßig gegen eine Grenzfunktion f(x}, &;, 23), die für kein n mehr n-approxi- 
12* 
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mierbar ist. Diese Funktion ist daher auch für kein n mehr n-darstellbar. Sie ist also 
überhaupt nicht darstellbar. Im vorstehenden Beweis können alle f; als Polynome ge- 
wählt werden. 


3. 


Nicht jede analytische Funktion von drei reellen Variablen ist durch Ineinander- 
schieben von stetigen Funktionen von zwei Variablen darstellbar. 

Um das einzusehen, hat man nur dafür zu sorgen, daß die im letzten Teile des eben 
zu Ende geführten Beweises konstruierten Polynome in einem festen Bereiche der drei 
komplexen Variablen gleichmäßig konvergieren. Dazu beziehe man die dort benutzten 
Abschätzungen |; —F| <e; stets auf diesen fest gewählten Bereich, dem der sonst 
benutzte Bereich B der reellen Variablen als Teil angehört. Dann sind die f; in diesem 
Bereiche gleichmäßig konvergent. Die Grenzfunktion ist dann nicht darstellbar. Sie 
ist aber auch zugleich analytisch. Durch geringe Modifikation der Konstruktion kann 
man sogar erreichen, daß die Grenzfunktion eine ganze Funktion ist. 


4. 


Die hier gegebene Methode läßt sich auf mancherlei andere Probleme anwenden. 
Ostrowski hat Math. Ztschr. Bd. 8 (1920) gezeigt, daß die Funktion 


sich nicht durch Verwendung endlich vieler analytischer Funktionen einer Variablen 
und beliebige algebraische Prozesse in endlicher Zahl darstellen läßt. Hilbert hat kürzlich 
(Math. Ann. 97 (1927)) auf diese Fragen wieder hingewiesen und namentlich das Pro- 
blem gestellt zu untersuchen, inwieweit sich Funktionen von zwei Variablen durch Ver- 
wendung von endlich vielen Funktionen einer Variablen und durch endlich oftmalige 
Verwendung des Summenprozesses darstellen lassen. Auch hier hängt die Antwort 
durchaus von dem benutzten Funktionsbegriff ab. Denkt man an analytische Funktionen, 
so enthält das erwähnte Ergebnis von Ostrowski die Antwort. Denkt man an stetige 
Funktionen, so erlaubt die Methode dieser Arbeit, die Antwort zu geben. Nimmt man 
endlich den Funktionsbegriff im Dirichletschen Sinne, so läßt sich zeigen, daß jede Funk- 
Lion von zwei Variablen durch endlich viele Funktionen von einer Variablen und endlich 
oftmalige Verwendung des Summenprozesses darstellbar ist. Vielleicht bietet sich ein 
andermal Gelegenheit auf diese nicht ganz triviale Bemerkung etwas näher einzugehen. 


Eingegangen 5. Januar 1931. 
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Über das systematische Verhalten der Katalogörter der Sterne 
der 7. bis 9. Größe. 


Von A. Kopff in Berlin-Dahlem. 





Die Wiederholung der Kataloge der Astronomischen Gesellschaft (AG), die gegen- 
wärtig in Durchführung begriffen ist, gibt Anlaß die Frage aufzuwerfen, wie weit durch 
eine Verbindung der neuen mit den alten Sternpositionen eine gesicherte Eigenbewegung 
(EB) der Sterne zwischen der 7. und 9. Größe herzuleiten wäre. Man wird die EB dieser 
Sterne in möglichster Genauigkeit kennen müssen, wenn man auf photographischem 
Weg die EB noch schwächerer Sterne, wenn auch nur für ausgewählte Gebiete, wird 
bestimmen wollen. Die Sicherheit der EB hängt nun davon ab, wie genau wir die syste- 
matischen Fehler der Katalogörter der schwächeren Sterne, besonders auch bei den 
älteren Katalogen herzuleiten vermögen. Einen willkommenen Anlaß, dieser Frage 
nach den systematischen Fehlern der schwächeren Sterne näher zu treten, bot die am 
Astronomischen Recheninstitut durchgeführte Bearbeitung eines Generalkatalogs von 
Anhaltsternen (erster Ordnung) für die Erosbeobachtungen während der Opposition 
1930/31. Es bestand hier die Aufgabe, aus einer Reihe nahezu gleichzeitig ausgeführter 
moderner Beobachtungsreihen die Örter und ferner aus einer Verbindung dieser mit älteren 
Beobachtungen wenigstens genähert die EB in einem gemeinsamen System herzuleiten. 

Für die erste Aufgabe, die Herleitung der Mittelwerte der Örter, liegen die Verhält- 
nisse hier noch verhältnismäßig einfach. Durch die neuerdings bei den Beobachtungen 
am Meridiankreis fast allgemein angewendeten Hilfsmittel der Gitter und des Rever- 
sionsprismas, oder beider gleichzeitig, ist es möglich, schwächere Sterne mit erheblicher 
Sicherheit an bestehende Fundamentalsysteme anzuschließen. Für die älteren Kataloge 
dagegen ist es heute kaum möglich das System, auf das sich die schwächeren Sterne 
beziehen, mit aller Schärfe anzugeben. Die Katalogbeziehungen, die hier z. B. von 
Auwers und Boss hergeleitet sind, beruhen auf der Diskussion der helleren Sterne und 
können für die schwachen Sterne auf große Genauigkeit keinen Anspruch erheben. Nur 
in einem Fall, bei der Diskussion der Beziehungen der älteren Kataloge der AG zum 
Katalog von Küstner (Bonner Veröff. 10), konnte Auwers zum ersten Mal einen Schritt 
weiter kommen (Astr. Nachr. Bd. 198), da hier genügend gemeinsame schwache Sterne 
vorhanden waren. So muß man sich bei der zweiten Aufgabe, der Herleitung der EB 
der schwächeren Sterne mit den zur Reduktion auf ein gemeinsames System vorhandenen 
Tafeln begnügen. Dies ist für die vorliegenden Zwecke auch hinreichend. Doch besteht 
kein Zweifel, daß man die in den älteren Katalogen, auch in den AG-Katalogen, nieder- 
gelegten Beobachtungen schwächerer Sterne erst dann voll ausnutzen kann, wenn ein 
Fundamentalkatalog von Sternen der 7. bis 9. Größe vorliegt, auf den man die einzelnen 
Kataloge beziehen kann. 

Selbst für dieZusammenfassung der neuen Beobachtungen der Erossterne zu einem 
Generalkatalog wäre ein solcher Katalog von Nutzen gewesen. Die an verschiedenen 
Sternwarten mit verschiedenen Instrumenten erhaltenen Beobachtungsreihen weichen 
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zum Teil stärker voneinander ab, als der inneren Beobachtungsgenauigkeit nach zu 
erwarten war. Es schien deshalb auch nicht angebracht, die auf ein gemeinsames Funda- 
mentalsystem (der hellen Sterne) bezogenen Beobachtungen einfach zu mitteln, sondern 
es sollte versucht werden, für die schwachen Sterne selbst ein möglichst geschlossenes 
Bezugssystem zu schaffen, auf das vor allem auch die kürzeren Beobachtungsreihen ge- 
bracht werden konnten. Wenn der erste Versuch hierzu auch im ganzen als mißlungen 
anzusehen ist !), so dürfte es doch von Nutzen sein, auf ihn hier kurz hinzuweisen, weil 
er deutlich zeigt, wie unsicher heute noch die EB schwacher Sterne sind, die wir auf dem 
üblichen Weg ableiten. Man wird sich deshalb auch immer hüten müssen, den Schlüssen 
die man aus diesen EB auf die Bewegungsvorgänge im Sternsystem zieht, allzu großes 
Gewicht beizulegen. 

Bei dem ersten hier durchgeführten Versuch wurde in folgender Weise verfahren. 
Aus den älteren, etwa seit 1860 vorliegenden Beobachtungen der Erossterne wurden 
in Verbindung mit den jetzt neu hinzugekommenen die EB im System Boss graphisch 
hergeleitet. Die Positionen aller Erossterne aus den AG-Katalogen wurden unter Be- 
nutzung der Reduktionstafeln von Auwers in Astr. Nachr. 198 über Küstner auf Boss 
gebracht und mit den ermittelten EB auf die Epoche 1930 reduziert. Diese Örter müßten 
mit den neu beobachteten, ebenfalls auf Boss reduzierten in systematischer Beziehung 
im großen übereinstimmen. Der wirklich durchgeführte Vergleich zeigte aber für einige 
der größeren Beobachtungsreihen recht auffallende Unterschiede. 

Die Verhältnisse lassen sich an den hier mitgeteilten, nach Helligkeit im System 
Küstner geordneten Unterschieden Ax„ und Aö,„ der Beobachtungsreihen von Washing- 
ton, Lick und Ucecle gegen das aus den älteren Beobachtungsreihen abgeleitete System 
erkennen. Die Ax„, Aö„ im Sinne Syst. minus Wash. usw. sind für die Deklinationen 
+ 50%/+ 40° und + 40°/+ 20° für Lick und Ueccle, bzw. + 40°/0° für Washington ge- 
trennt angegeben. Die Rechnungen sind von Frl. H. Nowacki und Herrn Dr. F. Gondo- 
latsch ausgeführt. 


Aoam + 50° bis + 40° Aam + 40° bis + 20° (0°) Aöm + 50° bis + 40° Aöm + 40° bis + 20° (0°) 





























Einheit 0° . 001 Einheit 0°.001 Einheit 07.01 Einheit 0”.01 
m |Wash.| Lick | Ucele m |Wash.| Lick | Uccle m |Wash. | Lick ken m /Wash.| Lick | Ueccle 
| | | 
7,5)—8|—-1|+5 751 —101— 0 | —14 5-1 —u—18 7.51 —-2|—2| 0 
| — 8+ 3 24 |— 7) Bi 18 76|—11|— 8|—18 76 —12|—32|+ 3 
Br 8 212)— 41-88 |— 18 221)—1|— 5|—17 U 1—32|+ 5 
18 |— 9|— 3|— 1 78)— 2|—-4|— 14 1 781—10|—32|+ 7 
29|— 9|+ 1|— 3 791 01—386[—14 79\— 7) 0|—13 79|— 8|—31| +10 
80 1 +3 — 5 80|+ 11—36 — 15 80|— 5j+ 1/—10 8.01 — 6 —30|+12 
s1l—15|+ 3|— 8 81 0/—35|—16 81|— 3|— 1|— 9 811— 4 —9| +14 
82-21 0-0 82—-1—-2—-16 821-3 —- 6-9 82— 4—7|+1 
83|—34|— 9|—15 831 — 5 —9|— 16 83|—10/— 15 — 11 83 — 4 —4|+16 
841— 10 | —15| — 17 84 | — 8%) — 10 84|— 19 — 2 | — 13 8.4|— 4|—21|+16 
85 )— 40 | — 17, — 16 851 — 51—2 0 851 — 6 | — 61 — 15 85 1— 5/—18| +16 
8.6 —37/—18 — 14 86/|+ 1|—19!+15 8.6 1— 30 1— 27 — 18 86 |— 7/—18| +16 
871 —311—18|1— 11 87/|+ 8/—17|+%6 871— | — 27|— 24 87/—10 —19| +15 
3-4 —3|- 9 8ssl+tel—-n| +0 88-20  88|— 8|— 22) +14 
89|—11|— 3|— 8 89 +10)—%0|+ 2% 8.9 | — 38 | — 26 — 33 89 — 51 —390|+12 
90/—10/+ 3/—18 90/+ 6|— 3) +24 9.0 |— 39 | — 24 | — 3 90|— 21 —38|+ 8 
911-121 — 11—15 911+ 6-41 +22 911— 401 — 22 — 35 91 00-8 +5 
921 —18|— 7/—11 92/+ 7/—3| +21 92|— 40 | — 191 — 34 92|— 1/— 31) + 2%0 
93) —2!—13|— 6 9.3/ +13) —17| +24 9.3 | — 40 | — 30 |— 32 93 1— 4 —0|+5l 
941 —21/—19|+ 3 9,4| +17 |— 10| + 31 9.4 | — 38 | — 36 | — 30 94|— 5|—238| + 56 
951—17/— 141 +15 95 +24 I— 2|+50 9,51—33 | — 36 |— 27 9.5 |— 81— 236 | + 56 
96 |— 9/— 6/+% 96/+2%9|+ 4 +55 96 — 0 | — 10 — 2 96 — 1113| + 54 
971+10|+ 21+3 971+34|+ 4|+58 9.7 0/|+141—13 9.7 |)— 14 | — 24 | + 30 














!) Für die endgültige Herleitung des Generalkatalogs wurden die größeren Beobachtungsreihen der Eros- 
sterne unter Annahme einfacher Gewichte gemittelt, und die kürzeren Reihen dann auf dieses mittlere System 
bezogen. Hierüber wird an anderer Stelle berichtet (Astr. Nachr. Bd. 241). 
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Die Abweichungen der einzelnen Beobachtungsreihen gegen das gebildete System 
sind zum Teil recht erheblich; auffallend ist, besonders in der Zone + 50%/+ 40°, daß 
diese Abweichungen nahe parallel laufen. Es folgt daraus, daß das durch die älteren 
Beobachtungen festgelegte System noch mit starken systematischen Fehlern behaftet 
ist, die zum großen Teil von der Unsicherheit der Reduktionstafeln herrühren. Daß 
daneben auch die modernen Beobachtungsreihen voneinander abweichen, läßt sich 
schon an dem geringen hier mitgeteilten Material erkennen. 

Jedenfalls zeigen die angegebenen Versuche, daß wir gegenwärtig das systematische 
Verhalten der älteren Kataloge nicht mit der Schärfe kennen, die zu einer ganz strengen 
Bestimmung der EB notwendig ist !). Durch Aufstellung eines Fundamentalkatalogs 
schwacher Sterne ?) wäre es möglich, die älteren Kataloge streng auf ein gemeinsames 
System zu beziehen. Es müßten allerdings durch wiederholte Neubeobachtungen die 
EB dieser Sterne möglichst stark gesichert werden, damit in nicht allzu ferner Zeit eine 
volle Ausnutzung der älteren Kataloge eintreten kann. 


ı) Eine jetzt abgeschlossene Arbeit von H. Nowacki über die Helligkeitsgleichung der AG-Zonen Lund und 
Cambridge Mass. führt zu demselben Ergebnis. 

2) Die von Backlund und Hough zusammengestellten Sternlisten (Supplement & la Connaissance des Temps 
pour l’an 1914) kommen hierfür nicht in Frage, da die Sterne zwischen 7. und 9. Größe fehlen. H. von Socher ist 
augenblicklich damit beschäftigt, Sterne zu einem Fundamentalkatalog nach den hier gegebenen Gesichtspunkten 
auszusuchen. 





Eingegangen 7. Januar 1931. 
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Über Primfunktionen., 


Von Robert König in Jena und Maximilian Kraft in Marburg. 





Die Aufgabe, eine rationale Funktion aus ihren Nullstellen und Polen aufzubauen, 
führt unmittelbar zu der Darstellung dieser Funktion als Quotient zweier Produkte von 
Linearfaktoren. Jeder Linearfaktor entsteht aus der Funktion von zwei Variabeln z —ı 
durch Spezialisierung des Parameters x. 

Ganz ebenso ist die entsprechende Aufgabe für die zu einer n-blättrigen, geschlos- 
senen Riemannschen Fläche T vom Geschlecht p > 0 gehörigen algebraischen Funk- 
tionen gelöst, wenn man als Analogon zu z— x eine zu 7 gehörige „Primfunktion“ be- 
sitzt, d. h. eine Funktion ©(3, r) der beiden Stellen 3 und x auf 7!), deren wesentlichste 
Eigenschaft es ist, daß sie nur für 3 = r und dort sogar nur von erster Ordnung verschwin- 
det. Unter den zu 7 gehörigen algebraischen Funktionen gibt es bekanntlich ein solches 
(3, x) nicht, es läßt sich aber auf mannigfache Weise bilden, wenn man für © auf eine 
der beiden Grundeigenschaften der zu 7 gehörigen algebraischen Funktionen, also ent- 
weder auf die Eindeutigkeit auf 7 oder auf die Freiheit von wesentlichen Singularitäten, 
- verzichtet. Da jede mit Hilfe des ©(3, r) aus ihren Nullstellen und Polen aufgebaute 
algebraische Funktion wieder beide Eigenschaften besitzen muß, folgt aus der Dar- 
stellung eine notwendige Relation zwischen den Nullstellen und Polen, das Abelsche 
Theorem ?). 

Solche Primfunktionen haben auf verschiedenen Wegen Weierstraß ®) und Prym ') 
gebildet, außerdem hat F. Klein’) unter Benutzung homogener Veränderlicher eine 
„Primform‘‘ angegeben, aus der wieder eine Primfunktion herstellbar ist, die wir „Klein- 
sche Primfunktion‘ nennen wollen. Diese ist, wie schon Klein selbst bemerkt hat‘), 
von der Prymschen Primfunktion, trotz der abweichenden Vorschrift zu ihrer Bildung, 
nicht wesentlich verschieden. 

Im folgenden soll zunächst die Kleinsche Primfunktion im wesentlichen so herge- 
leitet werden, wie die Primform bei Klein-Fricke. Diese Primfunktion ist eindeutig und 





!) Stellen auf einer Riemannschen Fläche sollen stets mit kleinen deutschen Buchstaben bezeichnet werden, 


die entsprechenden lateinischen Buchstaben bedeuten die zugehörigen komplexen Zahlen. 
®) Mit Hilfe der Primfunktionen gelingt es ferner, die Thetafunktionen aus Bildungen auf der Riemannschen 


Fläche herzuleiten. Da die Stellung der Thetas in der Theorie der Abelschen Integrale vorher als unorganisch empfun- 
den wurde (man vgl. z.B. die Vorreden zu C. Neumann, Riemanns Theorie der Abelschen Integrale, 1. Aufl., 
und Clebsch-Gordan, Theorie der Abelschen Funktionen), ist diese Herleitung der Thetas die Veranlassung zur Ein- 


führung der Primfunktionen geworden. 
*) Weierstraß, Math. Werke II, S. 235 ff., IV, S. 379 ff. (Die Funktion E(x, y; x, %ı: Ze» Yo)-) 


*) Prym-Rost, Theorie der Prymschen Funktionen erster Ordnung, 2. Teil, S. 165. (Die Funktion © | n | ) 


5) Klein, Ges. math. Abhandlungen, III, S. 319 if., S. 398 f.; Klein-Fricke, Modulfunktionen II, S. 475 fi. 


°) Jahresbericht der Deutschen Mathematikervereinigung 20 (1911), S. 199 (kursiv paginierter Teil). 
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überall regulären Verhaltens auf 7’, der kanonisch zerschnittenen Fläche 7. An den 
Schnitten besitzt die Primfunktion multiplikative Perioden. Diese werden ohne den 
a.a.0. benutzten doppelten Grenzübergang aus dem Ausdruck für die Primfunktion 


abgeleitet. Dann wird gezeigt, daß ganz analog die Funktion /I ka ’ von der Prym bei 


der Konstruktion seiner Primfunktion ausgeht ?) und deren Existenz er aus einem allge- 
meinen Existenztheorem entnimmt, wirklich angeschrieben werden kann. Von hier aus 
läßt sich die ganze Prymsche Konstruktion leichter überblicken. Die Weierstraßsche 
Primfunktion ist im wesentlichen, d. h. abgesehen von einem nirgends verschwindenden 
angebbaren Faktor, ein Quotient aus zwei Kleinschen Primfunktionen. Die Zurückführung 
der Kleinschen Primfunktion auf die direkt überaus einfach zu bildende Weierstraßsche 
scheint nicht ohne weiteres möglich. 


S 1. Zusammenstellung von Bezeichnungen, Definitionen und Sätzen. 


Die im folgenden gebrauchten Bezeichnungen sind die von R. König in seinen 
Abhandlungen über Riemannsche Funktionensysteme eingeführten, die auch in R. König 
und M. Krafit, Elliptische Funktionen, Berlin 1928 (künftig zitiert mit KK und Seiten- 
zahl) benutzt werden. Wir verweisen für alle Einzelheiten in der folgenden Zusammen- 
stellung auf dieses Werk, auch für die Beweise der Sätze. Diese Beweise sind dort zwar 
nur für einen Spezialfall geführt, aber ohne Benutzung der Besonderheiten dieses Spezial- 
falls. Von der a.a.O. streng durchgeführten Unterscheidung von Klasse und kom- 
plementärer Klasse sehen wir hier ab, da im algebraischen Fall beide Klassen identisch 
sind. 

3 und x (mit oder ohne Indizes) sind stets variable Punkte von T, alle anderen 
kleinen deutschen Buchstaben dienen zur Bezeichnung fester Punkte. t ist stets eine zur 
gerade betrachteten Stelle 3, von 3 gehörige Ortsuniformisierende, ebenso r für die Stelle 
Y, von rt. Die Uniformisierenden sollen so normiert sein, daß der erste Koeffizient der 


Entwicklung von 2 — 2, (bzw. —) nach Potenzen von t gleich 1 ist. Ebenso für r. '%(t) 


ist stets eine Potenzreihe mit nur ganzen positiven Potenzen von t. Pft,r) bedeutet 
ebenso eine nach homogenen Polynomen in t und r fortschreitende Reihe, die in einer 
gewissen Umgebung von 3, und r, absolut und gleichmäßig konvergiert. 

Auf T lassen sich p Stellen m,, m,,....., m, so auswählen, daß kein überall endliches 
Differential an allen diesen Stellen verschwinden kann. Wir bezeichnen mit dy,(3) 
(/=1,2,...,p) das System von p normierten überall endlichen Differentialen, für das 


dy; = (1 +tP%t)) d beim, dy;=tPlt)d beim, k=+jJ, 
ist. Diese dy;(3) sind die Normaldifferentiale erster Gattung. Als Normaldifferentiale 
zweiter Gattung wählen wir die p Differentiale A” (3, m,), / =1,2,...,p, mit den 


Entwicklungen (3 + B))at bei m,, £B(t)dt bei m;, k + 7, und Rt) dt an allen anderen 


Stellen. 

Ist n eine von den m; verschiedene Stelle von 7, so bedeute &”(r), &”(r),... eine 
im Unendlichen normale Basis für das Ideal J([m, m,... m,]n-!) und 2), &*°@),... 
die dazu komplementäre Basis. Dann ist (KK 87—88) das Elementardifjerential erster Stuje 


&(#) ee) 


nd ; 





—.. 


E Prym-Rost, 2. Teil, S.89 ff. Der Logarithmus der Prymschen Primfunktion ist als Lösung einer Randwert- 
aufgabe behandelt von Haupt, dieses Journal 158 (1927). 
Journal für Mathematik. Bd. 165. 15 
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ein Differential dritter Gattung mit den Polstellen bei x und n, und zwar ist (KK 88, 
93—95) 


dR®Gn) = (7 + Pipe) dt, falls 3-0 + m 


1 1 t 

-(—_ +2 +2 Pü,2))di, falls == Mm, 
1 1 T 

= (— — 2 E= Er? Ptt, r)) dt, falls 3o = Io =1, 

= te Plt,r)dt sonst, wobei x > —1,ß 2 —1. 


Aus (2) folgen sofort die Eigenschaften des Elementardifferentials zweiter Stufe 


. nd, A 1) _ d ZEG)E”E)\ „ 
3) AL re 


Für dieses gilt das Vertauschungstheorem 3. Art 2. Stufe (KK 100—104) 


p p 
(4) dF®(,r)de+ N dyylz)dS”(r, m;) = dF® (x, 3) da + Vdy;lı) da”, m). 
1 1 


nn 
m 
— 





Die linke Seite von (4) nennen wir das kanonische Elementardifferential 3. Art 2. Stufe ®) 
und bezeichnen es mit dF” (3,1; 3)dx: 


p 
(5) dF®(3,1;3) = dF” (4,2) + Mayı)ds”c, m;). 
1 


(4) können wir dann auch 

(4') dF® (3, 2;3)dx = dF”(r, 3; 3)dz 
schreiben. Das allgemeinste, einen dem Vertauschungssatz (4) bzw. (5) entsprechenden 
Vertauschungssatz liefernde Differential mit Doppelpol ist dann 


(6) AF (3, 2)da = AP”, 2; 3)de + Zondyla)dyule), 
wobei die c;, konstant sind und 
(6°) Ce = Ch 


ist. Wegen (6) genügt es, das Differential dF” (3, rt; 3) dx zu betrachten. 
Durch Integration entsteht aus (4), (5) der Satz von der Vertauschung von Argument 
und Parameter in Integralen dritter Gattung in der allgemeinen Gestalt (KK 141) 


d2 Ip a da 
(7) [Sarg r;3)de +2N,ni= [[AF® (rt, 3;3)dz + 2N;ri. 
dı £ı dı 
Dabei bedeutet N, die Zahl der Überkreuzungen des Integrationsweges 3,3, durch den 
Weg t,r, von links nach rechts, N, die entsprechende Anzahl für Überkreuzungen in 
der umgekehrten Richtung. 
Ist s ein auf 7 geschlossener Integrationsweg, so setzen wir zur Abkürzung 


(8) Say) = o9; — fdz”(y,m,) = mW. 


Die durch kanonische Zerschneidung aus 7 entstehende Fläche nennen wir 7”. 
Die Rückkehrschnitte der p bei der Zerschneidung auftretenden Rückkehrschnittpaare 
nennen wir wie üblich (a,) und (b,), (v =1,2,..., p), den Zügel, der die Kreuzungsstelle 
f, von (a,) und (d,) mit dem Punkt o verbindet (c,). Die Bezeichnungen (a,) und (b,) 


®) Bei diesem Differential fallen nach Multiplikation mit dx die bei ar, r) noch vorhandenen, aus (2) 
folgenden, von r — 3 verschiedenen Singularitäten fort. Dies ist im folgenden stets benutzt. 
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sollen so gewählt sein, daß man bei einem positiven Umlauf um f, die Schnitte in der 
Reihenfolge (c,), (a,), (b,), (a,), (d,), (c,) kreuzt. (c,) soll die Richtung von o nach f, haben, 
(a,) soll (c,) von links nach rechts und (b,) soll (c,) von rechts nach links kreuzen. 

Ist der Weg s der Formeln (8) speziell gleich (a,) oder (b,), so gebrauchen wir statt 
der Bezeichnungen von (8) die folgenden: 


Say) = win, Saw) = wirin, 
(b,) (a,) 


[mens SE" m) = Nein: 


(b,) (a,) 


(8°) 


Zur Abkürzung setzen wir künftig 
da Lı 


(9) SS”, 2; 3)de = in. 
3ı Eı 
Wichtig ist der Spezialfall, daß der Weg r,r, in (9) ein geschlossener Weg s ist. In diesem 
Fall folgt aus (5) und (3), da das Integral über die Ableitung verschwindet, (mit leichter 


Abänderung der Bezeichnung in (9)) 
p d2 
(10) = — don Say). 
1 bı 


$ 2. Die Kleinsche Primfunktion. 
Klein bildet zunächst ?) (vgl. (6)) 


/ öa Ka 
a1) exp (— 5 [af 2)de) 


3 Eı 
und geht nach Multiplikation von (11) mit einem geeigneten Faktor zum Limes 3, — T,, 
38> X, über. Wegen (6) können wir uns darauf beschränken, diesen Grenzübergang 
statt für dF(3, r)dx für dF'”(3, x;3)dx im Exponenten von (11) durchzuführen. 
Es seien r’,x”,...,ı® die zu r konjugierten, also zum gleichen x gehörigen Punkte 
von T. Sie seien so gezählt, daß x’ = r ist. Wir bilden dann 


(12) I dF® 4, 10; 3)dz. 
1 


Dieses Differential hat wegen (5), (2) in 5 einen zweifachen Pol in allen Blättern, wenn 
z>zrückt, denn dann rückt 3 gegen ein ı(”, und zwar ist der Hauptteil derselbe wie der 
von EU Folglich ist 

Bun. 

(3 — x)? 

ein in 3 überall endliches Differential (denn dF‘”(z, x; 3) hat in 3 nur bei x) einen Pol). 
Andrerseits ist (12) und damit auch (12’) in x ein rationales Differential. Dieses kann 
Pole haben nur für die x, für welche ein Glied von (12) einen Pol hat. Das einzige solche x 


ist wegen des Vertauschungssatzes (5) bzw. (4) und der Eigenschaften von dF 9: r)de 
aber 2 =2z, und für dieses x ist in (12’) die Unstetigkeit schon beseitigt. Also ist (12) in x 
ein überall endliches rationales Differential, also identisch Null. Daraus folgt nun 


(13) — dF® (4, 2; 3)dx = AR”, 29; 3)dr — _dedx 


Ga) 


(12) I} AR”, 20; 3) de — 


13* 
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und daraus weiter 





(») 
. . n b2 Er ae 
ER OR. Tas Aa) _ dF® (3, 1”;3) de = — dF” (4,2; 3)dz 


(14) = — N en: 
2 


Diese Formel ist die Grundlage für alle weiteren Schlüsse. Dabei sind die Wege ı{" x" 


dadurch festgelegt, daß sie in der x-Ebene dieselbe Spur haben wie der Weg rır,. Durch 
die Zählung der r( ist damit auch bestimmt, was unter r( zu verstehen ist. Bildet man 


(15) Va — 2) (2 — 2) exp (- 3 Qu2), 
so ist dieser Ausdruck in hinreichend kleiner Umgebung von r, eindeutig in j,, wenn man 
noch festlegt, von welchem der beiden Werte derQuadratwurzel man ausgeht; entsprechend 
in einer Umgebung von r, für 3. In der Tat nimmt 3 Q@%;; als Funktion von 3, be- 
trachtet zu beiden Seiten des Integrationsweges r,t, Werte an, die sich um zz unter- 
scheiden. Daraus folgt die behauptete Eindeutigkeit. Wenn man (15) unter Benutzung 
von (14) umschreibt, erhält man 


(16) lim Az, — 21) (28 — 22) exp (CHI = + (m — a) exp HE) - 
d2>L2 B - 
d1>Eı 
Dabei ist stillschweigend vorausgesetzt, daß x, und x, im Endlichen liegen und nicht in 
Verzweigungspunkte von 7 fallen. Wir bezeichnen den Limes in (16) mit 2(r,, tz) !®) 


und haben bei geeigneter Bestimmung der Quadratwurzel in (15) 
n 1 x 
(17) Atı, Y;) u. (73 a 2) exp 32 ie) . 


Wir untersuchen nun das Verhalten der durch (17) definierten Funktion von r, 
und r,. Da 

(18) Hrn 22) = — Altz, Lı) 
ist, brauchen wir die Untersuchung nur für variables x, und festes x, durchzuführen. 

Man erkennt sofort: Für x, = rt, hat 2 eine Nullstelle erster Ordnung. Die Ver- 
zweigungspunkte und unendlich fernen Punkte von 7 sind Unstetigkeitspunkte von 2, 
die wir noch zu untersuchen haben. Im übrigen ist 2 regulär und von Null verschieden, 
ausgenommen vielleicht, wenn r, in einen der zu rt, konjugierten Punkte, etwa nach 
r@9, x > 2, rückt. In diesem Fall rückt gleichzeitig einer der zu r, konjugierten Punkte, 
etwa ı®, 42 2, nach r,. Daraus folgt dann, daß, falls « + A ist, der x-te und A-te Sum- 


mand im Exponenten von Q unstetig wird, und zwar ergeben für r, in der Umgebung 
von r$9 diese beiden Summanden wegen (3) und (2) 


3 VEORO +3 Qaya 
19) = — 3log (, — 23) + Pılzı — 22) — H1log (2, — 2) + Balz — ©) 
= — log (rn — 2.) + Blaı — 22). 
Ist x = A, was vorkommen kann, so folgt, daß nur ein unstetiger Summand im Expo- 
nenten von 2 vorkommt, nämlich } VERROE und dieser verhält sich für x, in der 








Umgebung von r%) genau ebenso, wie der soeben untersuchte Ausdruck. Man sieht 
das sofort, wenn man den einen Integrationsweg durch einen Zwischenpunkt zerlegt. 





'%) Die Bezeichnung 2 ist gewählt, weil unser 2 das inhomogene Analogon zum Kleinschen homogenen 2 ist. 
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In beiden Fällen ergibt also (17), daß für x, in der Umgebung von ı@, x = 2, gilt 
2 13) = exp (Plz — 2,)), 
daß also Q in x, x 2 2, regulär und ungleich Null ist. 
Liegt x, in der Umgebung eines m-blättrigen endlichen Verzweigungspunktes a 
und ist t =’ der zu r,, {" der zu x” (v = 2,3,..., m) gehörige Wert der Ortsuniformi- 
sierenden, so ist bei a wegen (3) und (2) 


| n 4 nn 
72 Wen zL in + Poll) 
(20) ni ä 
=7 2 log”) + Pıl). 
j 2riw—1) 
Wählt: man die einfachste zu a gehörige Uniformisierende, so ist ” =e ” 
und daher 
2 log (t! — 1”) = log (t! — t") (t! —’") - - - (t — 1) = log mi”. 
Wir erhalten somit für 2 in der Umgebung von a 
m—1 
(21) Ay) =t? exp (Rlt)). 


a ist eine Nullstelle der Ordnung nn und 2 in a im allgemeinen verzweigt. 


Ganz dieselbe Überlegung gilt für die unendlich fernen Punkte von T. Ist der 
betrachtete unendlich ferne Punkt etwa k-blättrig, 1 <Sk=<n, so erhält man, weil 


x; — x, dann dort einen k-fachen Pol hat, 
k—1 k+1 


(22) Ay) tt? exp (Pit))=t ? exp (RU), 





d.h. 2 hat dort eine Polstelle der Ordnung e > - und ist dort i. a. verzweigt. 


Es sei nun dy(3) irgendein Differential erster Gattung (überall endliches Differen- 


tial). Dann ist > eine Funktion auf 7, die in jedem endlichen m-blättrigen Ver- 


zweigungspunkt einen (m — 1)-fachen Pol hat, in jedem k-fachen unendlich fernen Punkt 


eine (k + 1)-fache Nullstelle. 
Da das Geschlecht p unserer Fläche KL ist durch 


(23) oe I —n-+1, 


so erhalten wir unter Berücksichtigung von n = Lk die Relation 
(24) 2p —2 = 2(m —1) — Z(k +1). 


Aus (24) entnehmen wir, daß day) außer den angegebenen Nullstellen noch weitere 


2p — 2 Nullstellen hat, nämlich die Nullstellen des Differentials dy(3). Wir wählen 
dy(3) nun so, daß keine seiner Nullstellen in einen Verzweigungspunkt oder unendlich 
fernen Punkt von 7 fällt !!). Wir bezeichnen diese nur für p > 1 auftretenden Null- 
stellen mit c,, C3,- . ., Cop-2. 

11) Das ist möglich. Aus dem Riemann-Rochschen Satz (KK 67) folgt nämlich, daß es keinen ganzen Divisor 
M + 1gibt, derart, daß alle dy ;(4) Multipla von M sind. Es gibt also zu jedem a ein dy“, dasin a nicht verschwindet, 


ebenso zu jedem unendlich fernen Punkt ein dp”. Die dy* und dy” lassen sich sicher so linear kombinieren, daß 
diese lineare Kombination die geforderte Eigenschaft hat. 
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Wir definieren nun eine Funktion m(3) durch die Gleichungen 





m(3) = > fürp=1, 

25 
ui mi) = Wr). - für p>1 
de 2, 0)-0 A) Pal. 


Aus (21), (22) folgt dann: In einem endlichen Verzweigungspunkt verhält sich m(3) wie 


—(m-1)-(2p-2) " 


—p(m—1) 
(26) ER) - ER), BO) +0, 
in den unendlich fernen Punkten von 7 aber wie 
_k+l ‘ 
(27) TE, PO +. 


Im übrigen ist 7 regulär und nicht Null. 
Daraus folgt nun, daß 


1 1 
(28) Oltı 22) = m(tı)?? - m(t,)?? - 2xı, 22) 
auf T überall regulär und, abgesehen von einer einfachen Nullstelle bei r,=r,, überall 
von Null verschieden ist. Daraus, daß ©(r,, t,) auf T unverzweigt ist, folgt weiter, 
daß .es auf 7’ eindeutig ist. 
© ist also eine auf 7’ eindeutige, überall endliche und bis auf eine Nullstelle über- 
all von Null verschiedene Primfunktion, die Kleinsche Primfunktion. 


$ 3. Das Verhalten von Oft, tz) bei geschlossenen Umläufen. 


Da ©(t,, t) nur auf 7’, nicht auf 7, eindeutig ist, muß noch sein Verhalten bei 
einem geschlossenen Umlauf von r, auf 7 ermittelt werden. Aus ihm folgt auch das 
Verhalten von © am Rand von 7’. Wegen (28) und (25) genügt es, 


4 n 
(29) log A(tı, 22) = log (0, — 2%) + D) # KORO) 


zu betrachten. Wir zerschneiden 7’ noch durch Schnitte /, und /!„ von sämtlichen Ver- 
zweigungs- und unendlich fernen Punkten von 7 nach dem Ausgangspunkt o des kano- 
nischen Schnittsystems. Die so zerschnittene Fläche 7’ heiße 7*. Auf ihr ist (29) ein- 
deutig. 

Da in (9) noch zwei willkürliche Integrationswege, C von 3, nach 3, und C’ von ı, 
nach x, vorkommen, so ist © durch (28) erst bestimmt, wenn C’ und die Grenzlage C* 
von € gegeben sind. Es genügt aber, C’ und C* für ein spezielles Punktepaar r,, I, zu 
kennen. Die mehrfach benutzte Entwicklung des Integrals nach der Ortsuniformisie- 
renden schließt nämlich stillschweigend ein, daß der Integrationsweg nur soweit variiert, 
als er in der Umgebung, in der entwickelt wird, liegt. D. h. der Integrationsweg ist für 
alle Punkte dieser Umgebung bis auf erlaubte Abänderungen festgelegt, wenn wir ihn 
für einen speziellen Wert der Grenzen kennen. 

Bei Abänderung von C* in C# ändert sich log 2 um 

n x) n 
(30) 2 SS Ar" 1 3)de = I Car 


2 8 x(”) 


wobei s den aus C* und C* zusammengesetzten geschlossenen Weg bedeutet. Durch 
Anwendung von (7) unter Berücksichtigung von (10) folgt für (30) der Wert 
x() 
' 11 of 
(30°) Nri — 5 2 22 ”‘ Lavie) (N ganz). 
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Da nun noch 
N x?) 


(31) »33] dy;(x -[} dy;(r) — 0 


1 6) 


ist 2), so kann man (30’) noch umformen in 
„ 1 ou ge. 
(30°) Nri-+ 9 P} ef dy;(r). 
1 X, 


Ein ganz ebenso gebauter Ausdruck ergibt sich bei Abänderung von C’ in (4 für die Än- 
derung von log 2. 

Daraus folgt schließlich: Bei Abänderung der Integrationswege C* und (’ in log 2 
ändert sich ©(r,r,) um einen Faktor der Form 


p 
(30*) + exp (2 >’ x; ‚faye) (x )), (x; = konst.). 
X 
Da das Verhalten dieses Faktors vollkommen bekannt ist, und da er die wesentlichen 
Eigenschaften der Primfunktion nicht ändert, darf man C* und C’ speziell wählen. 


Wir beschränken daher die Wege C* und €’ zunächst auf 7T* und fordern noch, daß 
C* und €’ sich nicht überkreuzen sollen. Aus (30) folgt, daß dann log 2 eindeutig be- 
stimmt ist, unabhängig von dem speziellen Verlauf von C* und €”. Wir erhalten damit 
einen in 7’ eindeutigen Zweig eines völlig bestimmten ©(r,,t,). Nun tritt in (29) €” selbst 
gar nicht mehr auf, sondern nur die Wege C‘”, die von den x(” beschrieben werden, wenn 
r=r’aufC” von x, nach r, läuft. Es darf daher in (29) der Weg C* nicht nur beliebig 
nahe an C’ angenommen werden, sondern man darf ihn sogar schließlich mit C’ zusammen- 
fallen lassen. Wir müssen dabei allerdings voraussetzen, daß C’ mit keinem der C'” 
unendlich viele Punkte gemeinsam hat, aber das läßt sich durch erlaubte Abänderungen 
von €’ stets erreichen. Wir können daher (29) auch schreiben: 


(29) log At, 22) = log (, — 0) + Ir f SAF” lg, 2; 3)dr. 
2 c’c) 

Dabei bedeuten die C‘” die zum Weg C’ „konjugierten‘‘ Wege. Bei Beschränkung von 
C’ auf T* ist die rechte Seite eine eindeutige Funktion von r,. Die Fortsetzung über 7* 
hinaus erfolgt durch Aufheben dieser Beschränkung für C’. Wir lassen jetzt in (29) 
r, einen (nicht auf 7* beschränkten) Weg s’ mit dem Endpunkt rf durchlaufen. Dann 
ist, unter s) die zu s’ konjugierten Wege verstanden, die Änderung von log 2, wie eine 
leichte Umformung lehrt, 


(32) log Axt, 22) — log Atı, 12) = log Fe 
3 ala 1; 3)dz + [SER 2;3)dr + Jf AR“ (3, 2; 3) de} 
oder = 
(32) 10gA(Et, 2) —10g A (tı, 22) = log a (++). 


n 
u. )» dy a”) muß identisch verschwinden, da es kein überall endliches rationales Differential gibt. 
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wenn zur Abkürzung S,, S,, S, der Reihe nach für die in (32) auftretenden drei Summen 
zusammengehöriger Integrale gesetzt wird. 

Wir betrachten im folgenden nun den Fall, daß s’ sich auf 7 schließt, also r? =, 
wird. Für die Integrale O#}*, und unter diese Form fallen alle in (32) rechts auftretenden 
Integrale, ist nun bekannt, daß sie als Funktionen von 3, bei festgehaltenem 3,, r,, 1, 
stetig sind, außer für 3, in der Umgebung von r, und r,. Dies können wir unter Berück- 
sichtigung des Vertauschungstheorems (7) auf die in 5, und 5, auftretenden Integrale 
anwenden, denn in diesen ist die einzige variable Grenze 1‘, bzw. x. Dagegen bedürfen 


die Integrale in 5, einer besonderen Untersuchung, da für sie zwei Grenzen, eine im 
innern, eine im äußern Integral, variieren. 

Wir formen nun $,, S,, S, um, die ersteren unter der erlaubten Annahme, daß 
schon ı* = r, ist. Ist N die Zahl der — mit Vorzeichen gezählten — Überkreuzungen 


von s’ mit allen C'”, » > 2, so ergibt das Vertauschungstheorem (7) zusammen mit (10) 


n p 
S,=2Nni— %  n@ [dy,;lı). 
2 1 cl) 


Die Anwendung von (31) in derselben Art wie beim Übergang von (30’) zu (30) liefert 
hieraus sofort 


p La 
(33,) $, =2Nni + & y@ fdy,(e). 


71 


Zur Umformung von S, benutzen wir die integrierte Formel (13). Dann erhalten wir 
entsprechend wie bei 5, unter Berücksichtigung der Geschlossenheit von s’ 


s- [IE + ar) dr — Say) dr®%r, my)! 


Bd 


Ü8 





oder 
p 


7) 
(331) 5, = I’ [ayılı). 
Eı 


1 
Bei der Berechnung von 5, dürfen wir voraussetzen, daß r, und r* schon beide in der 
Umgebung eines Punktes q liegen. Wir ersetzen nun den Weg von r, nach r# durch den 
Weg von r, über rf nach r, und von dort auf demselben Weg zurück nach rf. Dieses 
letzte Wegstückchen soll der Weg sein, den rf* durchläuft, wenn es nach r, hineinrückt; 
wir wollen es mit o’ (konjugierte Wege 0) bezeichnen. Dann haben wir, da die Integrale 
auf dem neuen Weg ersichtlich dieselben Werte haben wie auf dem ursprünglichen 


= BT, Jar” (,r;3)de—f Sar”y,r;3)de + [ far”, r;3)deh. 


2 Pl er) ı o(r) s’+0’ o(r) o’ o(r) 


Beim Grenzübergang rf >r, können wir auf die beiden ersten Integrale der Klammer 
die Stetigkeitsaussage von oben anwenden, wir erhalten dann im Limes für die zweiten 
Integrale Null und für die Summe der ersten Integrale 


p 
SI = N SSaF” gr ;3)de, 


2 le) 


wo s’ jetzt der im Grenzfall sich ergebende geschlossene Weg ist. Da jeder Überkreuzung 
von s’ mit einem s() in einem andern Blatt eine Überkreuzung eines s', (wobei u = v 
sein kann) mit s’ in derselben Richtung entspricht, wie aus der Definition der konjugierten 
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Wege sofort folgt, so ergibt das Vertauschungstheorem (7) und die zur Bestimmung 
von 5, angewandte Rechnung sofort 


p 
(333) sm — 2 n'® am. 
Es bleibt nur noch 
Sy” = lim DSSAr” r;3)d« 
> 2 oo) 
zu bestimmen. Aus (5) und (3) folgt sofort 
n p r 
s® — Jim 2 {J (AF®”(@, 1m) — dF®”@,ıi”)) + aim dF“”(r, m;)} 
2 o 1 0 o(r) 


Hier werden die letzten Integrale im Limes offenbar Null, es bleibt also nur noch 


L Star” (ry) —dF”G,))- 


Hier entwickelt man den Integranden in der Umgebung von q nach der Ortsunifor- 
misierenden dieser Stelle nach Formel (2), wobei 5 und i, x, und t,, x* und t* sich ent- 
sprechen sollen. Danach müssen wir den Fall unterscheiden, in dem keiner der Punkte 
x", 2*), in dieser Umgebung von q liegt und den Fall, in dem ein Teil oder alle diese Punkte 
in der Umgebung von q liegen. Das erste ist der Fall nur, wenn q ein schlichter Punkt 
von 7 ist, das letzte, wenn q ein endlicher oder unendlicher Verzweigungspunkt ist. Im 
ersten Fall ergibt sich, daß der Integralwert stetig von i* und jedem rf”, (dem zu ı*” 
gehörigen Wert der Uniformisierenden für die Umgebung von q”) abhängt, daß also 


in der Grenze der Wert jedes Summanden oben Null ist. 
Ist aber q ein m-blättriger Verzweigungspunkt, dann führt Einsetzen aus (2), 


Integration und die bei der Herleitung von (21) durchgeführte Rechnung zum Ergebnis, 
daß die letzte Summe gleich ist 


(m — 1) log 2) + stetige Funktion von {* mit Nullstelle bei t,. 


Umläuft nun t* beim Grenzübergang q nicht, so ist das im Limes Null, umläuft es q, so ist 
der Grenzwert ein Vielfaches von 2ri. Wir erhalten also 

(333°) Sy = — 2m —1) ni, 
wobei o angibt, wie oft und in welchem Sinn x* beim Grenzübergang den Punkt q um- 
läuft. Dieser Ausdruck gilt auch für schlichte Punkte, da dann m = 1 ist. Es ist also 


p 
(333) SS, = —2(m —1) oni + > we. 
1 


Schließt sich s, so wird der Logarithmus in (32’) gleich 2Mxi, wobei M angibt, wie oft x? 
den Punkt x, umläuft, wenn x* den Weg s durchwandert. Insgesamt erhalten wir also 


(34) log Art, 2,) — log Ar, 2) mi? M— N +(m—1)o) 


p Ir 1 p 
Eı 
Wir machen von (34) Anwendung für den Fall, daß r, = r7 auf dem linken Ufer 
eines der Schnitte in 7* liegt und s ganz in 7* verläuft. Dann ist ı* — r, derr7 auf dem 
andern Ufer des Schnittes entsprechende Punkt. Es ergibt sich dann: 


Journal für Mathematik. Bd. 165. 14 
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Für die Schnitte „ist M= N =0, 0 =1, 19 = o® = 0, also & 
(35,) log Ar}, 2) — log Aız, 2,) = (m — 1) mi. Hi 
Für jeden Schnitt l» ist M=—m, N =0, 0 =1, 19 = o% = 0, also, wenn wir 

noch wie früher k statt m schreiben, 
(35,) log Alu, 2,) — log AT, 2) = — (k+1)mi. 


Beides stimmt mit den früheren Ergebnissen (11) und (12) bestens überein. 

Für die übrigen Schnitte ist m — 1 = 0, und für die Schnitte (,)nch\=M =(. 
Es gelingt aber nicht, allgemein über den Wert von N zu entscheiden, so daß wir für die 
(a,) und (b,) stets ein nur bei Spezialisierung von 7, 7’ und r, angebbares Vielfaches von zi 
ın unseren Formeln behalten. 


In bekannter Weise erhält man aus (34): Sprung am BROR (a,): 


p 
(36,) log 2x, x.) — log Alız, 2.) = N/ni + 2 N, aid — 5 > N 


Lı 


Sprung am Schnitt (b,) 
, p La 1 p 
(36,) log Aır, E) log At, Lg) = N, ni — N, J dv) 2 5 ER 
1 x, 1 


Sprung am Schnitt (c,) 
(365) log 2(r, 22) — log Ay, 22) = 0. 
Aus diesen Formeln und (25) und (28) folgt sofort das Verhalten von ©(r,,r,) an den 


dy(z) 
dz 
angebbaren Verhaltens ist. Das Verhalten von © an den Schnitten (/,) und (l„) ist durch 


die Konstruktion bekannt, an den andern Schnitten findet man: An den (a,) ist (m, ganz) 


1 ie 1 | 
(37) Och, 22) = Al, 22). exp 1"y, ee +5 nf „+22 N, J dv, — Ze, 
CH ck 3 


an den (b,) ist (m,’ ganz) 


Er my mi e 1 ; 
(37) Okt) = Oli, z)esp(”,, PL nf y— PX DIR Cs EEE 
x ck ; 3 


an den (c,) ist 


Schnitten. Man muß nur noch beachten, daß log ——-“- ein Integral dritter Gattung leicht 





Olt!, rt) = Ar; La). 


&ı Eo ; 





$ 4. Die Prymsche Funktion // 





Prym geht bei der Konstruktion seiner Primfunktion aus von einer Funktion von 


drei Argumenten IT rg , 13) Diese ist als Funktion von 3 eindeutig auf 7”, der von x, 


| 
durch den Schnitt (l,) und von r, durch den Schnitt (l,) nach o hin aufgeschlitzten Fläche 
7”, Ferner ist 





mtl log +iBU) bei zı, 
| | 


1 ' 
= —log Y7 +PUt) bei 7, 
— Pt) sonst. 


(38) 


5) Prym- -Rost, 2. Teil, S. %. 
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Längs 2 Schnitte besitzt //7 von 3 unabhängige Sprünge. Dieser Sprung ") 
ht La 








ist 2rı an (l,), —2zi an (l,) und ein zwischen den Grenzen r, 


und Ya ED (von » abhängiges) Integral erster Gattung an den (a,) und (b,) 3). 
Für alle andern Schnitte ist er Null. Ferner gilt für /7 der Vertauschungssatz 
Kl) 
ö 
IT ist also im wesentlichen ein Integral 3. Gattung, das durch das Verhalten an 
der Unstetigkeitstelle r, (das 2'P(t) an Stelle von ®(t)) normiert ist. Gerade diese Normierung 
bereitet Schwierigkeiten, wenn man die Funktion /7 wirklich herstellen will und ihre 
Existenz nicht nur einem Existenztheorem entnimmt wie Prym. Deshalb ist es wichtig, 


daß // durch einen ähnlichen Grenzübergang aus nd entsteht wie log A(r,, tz). 
Wir bilden nämlich 


(40) lim (- log (2, Ir 21) fr u Fu L(5; In tz). 


31 >Lı 


+ ni. 





(39) I _ 93 
| XIa 








Aus (14) folgt dann 





Ze Lg o 313 
_ > 
(41) L(&, X, £2) = lim {log - EIER 92 KEORO 
= log ee, 9 
2-2). 2) 2 a8 


Ist weder r, noch r, ein Verzweigungspunkt, so hat Z auf der ganzen Fläche dasselbe 
Verhalten wie //. Ist x, ein m-blättriger Verzweigungspunkt, so verhält sich dort die 
Integralsumme wie — (m — 1) log t, der Logarithmus wie m log t, also ändert sich nichts. 
Dies gilt auch für unendlich fernes r;. 

Wir setzen nun fest, daß der Integrationsweg r, 1, längs der Schnitte (l,) und (/,) 
laufen soll, daß der Weg r, 3 ganz in T’’ genommen wird und daß log (x, — z,) der Haupt- 
wert dieses Logarithmus ist. 

Bildet man nun 

Lit, In 3) un; vr log (21 Br 2.) er; ’ 
Eı >51 
so folgt durch Anwendung des Vertauschungstheorems (7), da bei Beschränkung des 
Weges 3, 3 auf 7’’ dieser den Weg r, x, nicht überkreuzt, 


(42) Lt, tı,3) = lim {+ ai — log (a, — 2) + ei) 
= +nri+ L(3, 1 Ig)- 
L erfüllt also auch den für // gültigen Vertauschungssatz. 
Wir untersuchen noch das Verhalten von Z, falls 3 einen auf 7 geschlossenen Weg s 
durchläuft. 
Aus der Definitionsgleichung (40) von L folgt sofort, daß 


(43) L(3*, Eu 32) — ld, Eu, 22) < lim Cm = 


ist. Man kann dies auch aus (41) erschließen, doch ich so einfach. Lassen wir nun 3* 
wandern, bis es einen geschlossenen Weg s durchlaufen hat, so findet man durch Anwen- 
dung von (7) und (10) 





14) 3+ bedeutet den Punkt 3, aufgefaßt als Punkt des rechten Ufers des Schnittes, 3— denselben Punkt 
als Punkt des linken Ufers. 

15) Prym-Rost normieren transzendent, sie haben also an den Schnitten den Sprung Null. 
14* 
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p 


17) 
(44) L(5*, 11 22) — L(, Eu 1) = 2kri + OR = 2kri— NO fay;le), 
Lı 


1 


wobei k die mit Vorzeichen gezählte Anzahl der Überkreuzungen zwischen s und r, t; ist. 
Wenden wir (44) speziell an, um die Sprünge von Z an den Schnitten zu bestimmen. 


Längs !, ist k=1, n@ = 


j I 
(45,) L(;*, I I) en L(37, In La) 2ni. 
Längs (L,) st k= —1, =, 
(45,) L(3*, 21 22) — L(3, I de) = — 2m. 


Längs aller anderern Schnitte ist k =. 
Daher erhalten wir längs (a,) 


p I 
(46,) L(3*, 21, 23) — L(3”7, 11, 22) = = N Savit)- 
1 E 
Längs (b,) ebenso 
p La 
(46,) Lt, 21 22) - Lid, 1, 2) = — bh Nm J dvili) 
1 £ı 


und längs (c,) den Sprung Null. 
D. h. aber: 
Abgesehen von der Normierung hat ZL(3, 1,,1,) mit der Prymschen Funktion 


II 1% alle Eigenschaften gemeinsam. 
ö 


Daraus folgt aber: 

dla 
Eu 

ist auf 7’ überall endlich und am Rand mit von 3 unabhängigen Sprüngen behaftet. 
Seine Ableitung nach 5 ist also eine Funktion der Fläche, d. h. — wegen der Eigenschaft 
(38) von /I und Z — es ist die Differenz (47) ein Integral erster Gattung mit der unteren 
Grenze r,. Aus dem Vertauschungssatz (39) folgt noch, daß es in 5 und r, symmetrisch 


gebaut sein muß, also die Gestalt haben muß 


3 Ip 
NN ax Say,) f day) 


} k I, Lı 


(47) L(3, 213%) — UI 


mit a; = 4p;. 

Damit ist nachgewiesen, daß, bis auf ein additives Normierungsglied, Z mit // 
identisch ist. Hieran schließt sich dann die weitere Konstruktion der Primfunktion, 
wie sie bei Prym geschildert ist. 





Eingegangen 1. Februar 1931. 
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Algebraische Repräsentanten der Funktionen 
„bis auf eine Menge vom Maße Null“. 


Von J. v. Neumann in Berlin. 


Einleitung. 


Wir befassen uns mit komplexwertigen, beschränkten, für alle reellen x, und nur 
diese, definierten Funktionen f(x), die im Lebesgueschen Sinne meßbar sind. (Verall- 
gemeinerungen auf andere Definitionsbereiche sollen am Schlusse erfolgen.) Wenn zwei 
Funktionen dieser Art, f(x) und g(x), als äquivalent bezeichnet werden, falls die Menge 
aller x, für die f(x) # g(x) ist, das Lebesguesche Maß 0 hat — in Symbolen fg — so 
erkennt man: ff, aus fwg folgt g= f, aus fg, g»h folgt [h. Folglich zerfällt die 
Gesamtheit unserer f in paarweise elementfremde Äquivalenzklassen untereinander äqui- 
valenter f. 

Unter einem „allgemeineren Polynom‘ p(u,,...,u„) verstehen wir ein Linear- 
aggregat beliebiger (aber endlich vieler) Potenzprodukte der u,,..., 2, und ihrer kom- 
plex- Zennn Up. .,4n (mit komplexen Zahlen als Koeffizienten). Da aus 
rss Hr Pins) m Pig. --,8g,) folgt, hängt die Klasse X von 


le. ...,/,) nur von Pr Klassen 8,,..., st, der f,...,/, ab. Wir nennen $ darum 


P(Siy =» +, 8.) — Insbesondere die Klasse der Konstanten a wieder a. 

Im Zusammenhang mit gewissen Untersuchungen über unitäre Funktionalopera- 
toren, auf die hier nicht näher eingegangen werden soll, hat Herr A. Haar im münd- 
lichen Gespräch mit dem Verfasser die folgende Frage formuliert: Ist es möglich 
jeder Äquivalenzklasse $ einen Repräsentanten f = fs (eine Funktion aus t!) 


derart zuzuordnen, daß für jedes ie Polynom rn und irgend- 
welche Klassen S,,..., 8,, aus p(St,,..., 8,) = 0 identisch PÜ&), ... /,,@) = 0 
folgt ? (D.h.: Wenn | für irgendwelche Funktionen I(2),:.-+7/,0©) plfla) ---,/,(2)) = 0 


mit Ausnahme einer x-Menge vom en Maße 0 gilt, so gilt 
PiR(®),-- -, fa,(&)) = 0 für alle x ohne Ausnahme — und dabei sollen /, (2), - - -, /g,(2) 


nur von den bzw. Klassen $,,..., St, von f(&),. . -, /„(z) abhängen, und auch selbst 


zu diesen Klassen gehören) !). 


1) Es ist erwähnenswert, daß diese Aufgabe ohne die Zusatzbedingung der Beschränktheit unlösbar ist. 
Sei nämlich £ eine komplexe Zahl, und /*(«), g%(x), e*(x) die Repräsentanten der Klassen der Funktionen 


n 


73 für #£ 
Hz) = x, 9,2) = 0 füre=e’ e(2)=1. Da für 2#& (f(x) — $e(z)) g.(2) — e(x) = 0 gilt, muß für alle = 


(2) — € e*(x)) g%(2)— e*(x) = 0 sein. Daher kann nie auf einmal f*(z) = £, e*(x) = 1 sein, insbesondere nicht 


P(E)=E£, e*(&) = 1. 
Variieren wir nun &, dann müssen die Mengen der& mit f*(&) + f(£) (= &) und der & mit e*(&) + e(&) (= 1) 
zusammen alle & umfassen — was unmöglich ist, da beide das Lebesguesche Maß 0 haben sollten. 
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Ein solches Repräsentanten-System /,(x) wollen wir ein algebraisches Repräsen- 


tanten-System der Äquivalenzklassen nennen. Im ersten Teile der Arbeit zeigen wir, 
daß solche Systeme existieren, im zweiten nehmen wir einige Verallgemeinerungen vor, 
und beweisen einige allgemeingültige Eigenschaften dieser Systeme. 


I. Beweis des Existenssatzes. 


1. Wir betrachten zuerst im Lebesgueschen Sinne meßbare Mengen reeller Zahlen. 
Zwei solche Mengen M, AR mögen äquivalent heißen, wenn ihre ‚„Unterschiedsmenge“ 
(MIN) — (M x N) das Lebesguesche Maß 0 hat — in SymbolenM NR. Esit MM, 
ausMN folge NAM, aus MN NER folgt MB. Folglich zerfällt die Gesamt- 
heit unserer M in paarweise elementfremde Äquivalenzklassen untereinander äqui- 
valenter W. Daaus W, NR, Mr m N MiAMNHN N, Mix MN, X N,, 
MM, N, — N, folgt, hängt die Klasse von W, +M, bzw. M, x M, bzw. M, —M, 
nur von den Klassen f,, f, vonM,,M, ab. Wir nennen darum diese Klasse f, i f, bzw. 
f, x , bzw. £, — &, — und die Klasse der leeren Menge O wieder 0, die der Menge 1 aller 
Zahlen wieder 1. 

Wir wollen nun jeder Äquivalenzklasse f einen Repräsentanten M = Mr (eine 
Menge aus f!) derart zuordnen, daß jede Klassen-Relation f, x x Ex (1—H)x 
-+x(1—#)=0 die Mengen-Relation Mı,x --- xM, x (1 — Mr.) x. x (My) =0 
nach sich zieht. (D. h.: Wenn für irgendwelche Mengen M,,..., M,,Mı,...,W 
MX KM Rx (Mi) x + x (1 —M;) das Lebesguesche Maß Null hat, so ist 
Me xx Mr, x 1 M)x. xd(d — Mr;) leer — und dabei sollen My, .. ., Mt, 
My... Mr; nur von den bzw. Klassen der M,.. „My, Mi,...,M, abhängen, und 


auch selbst zu diesen Klassen gehören.) — 


Wenn M eine meßbare Menge ist, und x eine reelle Zahl, so können wir für jedes 


ö6>0 das Intervall /,(x) :2 —6,x + ö bilden, und den Bruch ui Be an) be- 


trachten. Für ö— 0 heiße sein Limes superior A(z,M), sein Limes inferior A(x,M), es 


ist stets 0 <A sAS1. Nach einem bekannten Satze von Lebesgue gilt in ganz 
M, mit Ausnahme einer Menge vom Maße 0, A(z,M) = 1°); und da offenbar 
Az,M) = 1 —Alz, 1 —M) ist, ergibt Anwendung auf 1 —M: Außerhalb M gilt, mit Aus- 
nahme einer Menge vom Maße 0, A(x,M) = 0. Im ersteren Falle ist natürlich auch 4 = 1, 
im letzteren auch A=1. Daaus MN Alz,M) = Alz, N), Alx,M) = Az, N) folgt, 
hängen 4A, A nur von der Klasse f von®t ab, wir können also auch A(z, f), A(x,f) schreiben. 
Die Menge aller x mit A(z,f) =A(x, f) = 1 heiße M;, die Komplementärmenge aller x 
mit A(x, E) = A(z, f) = 0 heiße Mr; nach dem vorhin Gesagten gehören Mr, M; beide zu E. 


Man erkennt mühelos die folgenden Eigenschaften der M, Mr: 
MM =0; MM; Mt M, 
Mı-m AM; MM, Min, < Mr, + Me, = Min; 
Me, = Mr, x Mı, < Mux, < Mr, X My. — 
Da fürein Repräsentanten-System Mru.a. 5, xt,x (1—L,)= 0 My, x My, x IM) = 0 
nach sich zieht, d.h. Mı, x M, < Me; ferner 1 —E)x,=0 1 -M)xM,=0 und 


(1 — L.) xl =0 (1 — Mr,) x Mr, —(, also Mu, >Mu, und Wr, >Mr,, d.h. Me, x Mi, > Me, — 
so haben alle drei Klassen-Relationen Mı, x Mr, = Mt, zur Folge. Da sie für, x, = 





2) Vgl. Lebesgue, Annales de l’Ecole Normale (3) 27 (1910), S. 407. 
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wirklich alle drei bestehen, ist Wr, x My, = Me,xn. Durch analoge Betrachtungen zeigt 


man M, MM, = Myir, Nı- = 1 —Mı, sowie M, = 0, M, =1. Da nun M: und Mr 
nur diese Bedingungen nicht restlos erfüllen, sind sie als Repräsentanten unbrauchbar. 


Wir werden aber sehen, daß die Repräsentanten-Wahl mit Wu <M < Mr gelingt. 


Hierzu berufen wir uns auf den Wohlordnungssatz: Die Menge K aller Äquivalenz- 
klassen f sei nach einem geeigneten Wohlordnungstypus &, wohlgeordnet, d. h. die f 
den Ordnungszahlen x < x, eineindeutig zugeordnet: f = f, entspreche x. Wir wollen 
die Mr, so bestimmen, daß allgemein 


Es wo En 9 $ 
Mr, x x Me, x (1 Mr, ) x x (1 Nr, ) . Me; xx x U-)x X ih) 


gilt. Dies hat die Konsequenz, daß die Wir, eine Repräsentation bilden, wie wir es w. o. 
wünschten; denn für x :--x I, x(1—E)x x (1 — ,)=0 ist die rechte Seite 
—-M, = 0, also auch die linke = 0. Ferner folgt daraus M, <Mı,. Ersetzen wir hierin 
f, durch 1—f, (das ja auch ein f, ist), so ergibt sich Mı, >M, — also Wr, <M, < Mr, 
d.h. das Repräsentanten-System ist von der vorher beschriebenen Art. Die Konstruktion 
dieser M;, vollziehen wir durch transfinite Rekursion: Nehmen wir an, daß für ein a, < 9 
die Definition derM;, mit x < x, bereits erfolgt sei, und daß die obige Mengen-Implikation 
für alle B,, „Pay +9, <a erfüllt ist — es gilt dann Mr, so zu definieren, daß 
diese Beziehung auch für alle P,,.. „Pa Yp ++» „,=% zutrifft. Da wir keine wirklich 


neue Bedingung vor uns haben, solange nicht ein ß oder y tatsächlich = a, ist; da ferner, 
wenn sowohl ein £ als auch ein y =, ist, auf beiden Seiten unserer Relation O steht, 
also wieder keine Bedingung vorliegt; und da schließlich, wenn mehrere £ (oder y) = a, 
sind, alle bis auf eines fortgelassen werden können, ohne unsere Beziehung zu ändern — 
so dürfen wir annehmen, daß genau ein $ = a, ist, und kein y, oder umgekehrt. Sei dies 
ß bzw. y das letzte, d. h. 9, bzw. y,, schreiben wir noch p + 1 bzw. qg + 1 für p bzw. q, 


so lauten die für Me, hinzukommenden Bedingungen so: 


Mr, x. x, x (1 —Rı,) x. x(1l N, ) x Mr, 


Mr, Ko... x, X (1 Wr, ) X. X (1 Mr, ) x (A — N, ) Pa ...; P,; Yp++„ Y <a; 





< Mr, ext X U-b xx at, x 1) 
Diese Bedingungen können auch so geschrieben werden: 
Mr, < Me, x... % x ax xt, x, 
HAM RM KAM) RM); 
Mi > Max... x ,xA-H)x-x-M,) x a1-1,)) 


Me, X -- x Me, x 1 -M)x xl Mr, )- 


Damit diese Bedingungen durch ein Mr, für alle Komplexe P,,..„PyaYp+++9, <a 


simultan befriedigt werden können, muß die rechte Seite der ersten Gleichung für jeden 
Komplex ß,,...-, PaYo--+Y, <a, > sein, als die rechte Seite der zweiten für jeden 


Komplex ß},..., Pay -»9%, <%,. (Dann können wir Mr, z. B. der Vereinigungs- 


menge der rechten Seiten der zweiten Gleichung für alle zugelassenen ß, y-Komplexe 
gleichsetzen.) Die genannte Mengen-Implikation lautet: 











112 v. Neumann, Algebraische Repräsentanten der Funktionen. 


’ 
3 
Br 
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1 May x. xtgxa-t,)x x a-19x a-iu)) 
x Me, x... x Me. x (1 — Mr.) BEE (1 — Mr.) 
Bı Pr Yı v8 
Me, x x a-l)xe kat, )xh, 


+(d — Mr, xx Mr,, x (1 — Wr, ) x... x (1 I, )); 


oder 
Mr, xx Me, x (1 — Nr, ) xx (1 M,) 
x Mr, Kan N, x (1 — Mr) BIEE 2, Me, ) 


u Me; Xee.X 7 x (1— L,)) Xee.X (1-8,) X (1-#,) 


n 3 
+ Me, x x, xa-1,)x rat, B 


Nun ist die rechte Seite 
= Mr, XeerX 7774 X (1-8,7) xXeeeX (1-8,,) x (1-8, ) + t,, Xre.X AR x (1-E,) XereX a8, x E, 


4 
>Mr,, ELITE : tz; X (1-8) XKre. X 1-8,)x I; x ...xX Ip, (1—-E,)x ...)x%X a-t,) A 


Somit genügt es, wenn 
MX X Me, X Ma X x Me, x (1 —-M,)x 
x (1 — Wr.) x (1 — I, ) x. x(i — Me, ) 


— Dez, xXerexX ta/ xl xx AR x (1-E,n)x...x (1-87) x (1-1,)x »+.x at, 


i i 
gilt — aber dies folgt, da P},.- -, Pr Par» IH Yo tn rt, <H sind, aus unserer 


Prämisse. 
Damit ist die Konstruktion des Repräsentanten-Systems der M,& <&y, d. h. 


der Wr, durchgeführt. 

2. Wir betrachten nunmehr alle reellen, beschränkten, für alle reellen x, und nur 
diese, definierten Funktionen f(x), die im Lebesgueschen Sinne meßbar sind. Unter 
Beachtung dieser Realitäts-Bedingung können wir die in der Einleitung beschriebene 
Äquivalenzklassen-Einteilung auch für diese Funktionen vornehmen, und ein alge- 
braisches Repräsentanten-System f,(x) ihrer Klassen $ suchen — wobei wir an Stelle der 


komplexen allgemeineren Polynome sinngemäß die reellen gewöhnlichen Polynome 
treten lassen. D. h. wir beschränken die Fragestellung der Einleitung aufs Reelle. Diese 
Aufgabe werden wir nun, mit Hilfe des Mengen-Repräsentanten-Systems Mr, lösen. 


a sei eine reelle rationale Zahl. (a, f) sei die Menge aller x mit f(x) <a, f(a, f) 
die Klasse von W(a, f), wir definieren f*(x) als untere Grenze aller rationalen a, für die 
x zu Mya,n gehört. Da f(x) beschränkt ist, also für ein festes C stets SC, 2 —C, Ist 
füra>C bzw. as —C Wa, f) =1 bzw. = (0, f(a, f) =1 bzw. = 0, Mya,n = 1 bzw. 
— 0, also x sicher Element bzw. sicher nicht Element von My. — somit ist f*(x) endlich 
und <C, > —C,d.h. beschränkt. Für fg ist f(a, f) = Ha, g) für jedes a, also f* = g*, 
d. h. f* hängt nur von der Klasse von f ab. 

. Die Unterschiedsmenge von (a, f) und Myu,n) ist eine Menge vom Lebesgueschen 
Maße 0, also auch die Vereinigungsmenge derselben für alle rationalen a (bei festem f!). 
Gehört aber x nicht zu ihr, so gehört es My.,) dann und nur dann an, wenn es zu W(a, f) 





3) Die Mengen-Implikationen 1—R)XS<-R 1 (1—- &) und SxXS-RANR’ sind, wie man leicht 
verifiziert, gleichwertig. 
*) Wegen der leicht verifizierbaren Mengen-Implikatiin RXS RX A—ES)>RXR ist 


Maxsiw@xa-9> Max 
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gehört, d. h. wenn f(x) <a ist — also ist f*(x) dann die untere Grenze aller rationalen a 
mit f(x) <a, d.h. f*(x) = f(x). Die Menge aller x mit f*(x) + f(x) ist somit eine vom 
Lebesgueschen Maße 0, also /* = f, d.h. f* gehört zur Klasse von f. 

Die Klasse von /sei St, wir nennen /* /,: /„ hängt nur von Stab, und gehört dazu. — 

Sei (u, . . .,4„) eine (reelle) stetige Funktion, das in der Einleitung über allge- 
meinere Polynome Gesagte gilt wörtlich auch für @(u,,..., u,): Die Klasse von o(f,,..., /,) 
hängt nur von den bzw. Klassen $,,..., 8, der fi, - . ., /„ ab, und möge p($,..., 8,) 
genannt werden. Wir nehmen nun g($,,..., 8,) = 0 an, und wollen zeigen, daß für 
alle x alfa, ,--„»/a,) = 0 gilt. 

Sei also per Absurdum o(fa,,. . .,/a,) #0 füreinz=x, Da o(u,,..., u.) stetig 
ist, existieren n Paare rationaler Zahlen a,, d,,...,a, b, mit a, < fa,(&) <bu 
a,<F/g,(lo) < Pd, 50 daß für alle a Su, <b,..„a, Su, <b, plu,...„u,)=+0 
ist. Also ist P(/g (2), 7,2) #0, wenn a, < f,(2) <b,...a, Ss /a,(2) <b, ist. 
Da nun bis auf eine Menge vom Lebesgueschen Maße 0 l,@) = ha). - fa,®) = fe) 
ist, ist bis auf eine solche x-Menge, (f(x), - - -, /„(2)) #0 Folge von a, < f(x) <b,,..., 
a,<f,(2) <b,. Und da wegen o($,,-.., $,) = 0 mit Ausnahme einer ebensolchen 
x-Menge g(fı(&),.-.,/„(2)) =0 ıst, kann a,<f(e) <b,..,.a,<f,(e) <b, nur 
in einer Menge vom Lebesgueschen Maße O0 gelten. Somit hat die Menge 
Rd, fı) x A — Ma. hı)) xx Nb,F) x (1 —Nla,,f,)) das Maß 0, es ist 
fd, fı) x 1 — Ha, fı)) x: x Tb.) x A — Ha. h) = I und daher 
Meor,1) x (1 — Men) SEE: Mo. x (1 — Mea,,1,)) = (), Nun gehört nach 
Definition von I): und wegen a, </,(z,) <b, x, nicht zu Ma, wohl aber zu 


Mo, — also gehört es zu Me, x (1 —Mea,,,,). Da dies für allev =1,...,n gilt, 
gehört x, auch zum obenstehenden Durchschnitt dieser Mengen, obwohl derselbe leer sein 
sollte. Das ist unmöglich. 

Somit bilden die /, tatsächlich ein Repräsentanten-System von der gewünschten 


Art. 

3. Jetzt können wir uns den in der Einleitung beschriebenen komplexwertigen, 
beschränkten, für alle reellen x, und nur diese, definierten f(x), die im Lebesgueschen 
Sinne meßbar sind, zuwenden. Rf(x), f(x) sind reell, also Funktionen von der in 2. dis- 


kutierten Art, ihre Klassen hängen nur von der Klasse ft von f(x) ab (Ru und %u sind 
1 


stetig, sogar allgemeinere Polynome: - u-+ > u, Um 2. u), sie mögen RN 
bzw. 38 genannt werden. Wir definieren nunmehr: f, = fyg + üfag Sg hängt nur von 
Stab, und da bis auf eine x-Menge vom Lebesgueschen Maße 0 f„g(2) = Rx), /zg(2) = I/() 
gilt, also f(x) = Rflx) + isf(z) = f(x), gehört f, zu 8. 

Schließlich sei g(u,,.. ., u„) eine (für alle Komplexen (u,,..., 4„) stetige Funk- 
tion. Wir definieren die Klasse p(S,,..., %„) wie in der Einleitung und in 2. Seien 
Y% Wir 2.5 9m, 2n reelle Variable, wir setzen yp(v,, %, ». +, dm, Wu) = Pltı + iw,..., 0 + iW,). 
Dann ist, wie man leicht verifiziert, (RK, IR, RNRFR) = PR: Ru). 
Aus ol8,::,8%.) =0 folge nunmehr Y(RK,, FR: RRFR.) = 0, also nach 


2. für alle x Ylya a) In, @&d ++ Fon, Fay,(@)) = 09, und daher nach Definition 
der (gl... /g,2) Pla: 0,0) = 0. 
Die /,(x) bilden also ein Repräsentanten-System von der gewünschten Art. Man 
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beachte, daß wir die charakteristische Eigenschaft derselben nicht nur für die allge- 
meineren Polynome p(u,,..., 4„) bewiesen haben, sondern für alle stetigen Funktionen 
P(ly,..., 4) überhaupt! 


II. Eigenschaften der Repräsentanten-Systeme und Verallgemeinerungen. 


1. In der Einleitung verlangten wir für die algebraischen Repräsentanten-Systeme 
der Äquivalenzklassen f, bloß für allgemeinere Polynome, daß aus p(R,,..., 8,) = 0 


las. fg,) = 0 (für alle x!) folge — bei unserer Konstruktion erreichten wir jedoch, 
daß dies für alle stetigen @ galt. Dieser auffallende Umstand hat seine Erklärung darin, 
daß allgemein aus dem Erfülltsein unser Bedingung für alle allgemeineren Polynome 
dasselbe für sämtliche stetigen Funktionen 9 folgt, und dies soll jetzt bewiesen werden. 

Sei nämlich p($,,...,8,) =0, und trotzdem p(f, (2), - - -, /g,(20)) #0. Da 
Yla,...,2u,) stetig ist, gibt es also ein ö>0, so daß für |u, — fa,(%,) + --- 
+ |u, — /g,(®,) |? < 6% auch noch p(u,,.. .,u,) #0 ist. Da mit Ausnahme einer Menge 
vom Maße 0 (fa (@),-- -, f,,@) = 0 ist, ist dann auch |/, (2) — a)? + 
+ |, A, 9)?’ 9. Wir setzen nun 

1 1 
sa) = Min TE DT ) 

dies ist eine beschränkte und meßbare Funktion. Nach obigem gilt, mit Ausnahme einer 
Menge vom Maße 0, 


(Ik) - Aal? t+ tr ER 1-0. 
Nun ist (u, -A,&)® + +lu,— f,@ 9) )u,,, —1 ein allgemeineres Polynom 
Mae 





Bi. und dieses ist für u, = Je), re l.,®) u. 7 g(x), mit 


Ausnahme einer Menge vom Maße 0, gleich 0. /„(2),...,/g,(2) haben die Klassen 


n? 


+, 8, g(x) habe die Klasse 2, dann gilt für die Repräsentanten 

(Una) Isa) ++ Ua) — Tg, (a)l®) Fake) —1 = 0 
für alle x. Trotzdem ist linke Seite für x = x, offenkundig = —1=+0. Dies ist ein 
Widerspruch. 

2. An Stelle des Lebesgueschen Maßes, daß allen unseren bisherigen Betrachtungen 
zugrunde lag, können wir auch andere, verwandte Begriffsbildungen treten lassen. 

So können wir z. B. eine für alle reellen x, und nur diese, definierte Funktion (2) 
einführen, welche monoton nicht-abnehmend ist, und an die Stelle der Mengen vom Maße 0 
diejenigen Mengen treten lassen, über welche erstreckt das Lebesgue-Stieltjesche Integral 
fdp(z) = 0 ist. 

Unter Verwendung einer auf Lebesgue zurückgehenden Definition des Lebesgue- 
Stieltjesschen Integrals, können wir dies auch so machen. Sei y(y) die Inverse von (x), 
die, um auch streckenweise konstante oder stellenweise unstetige (x) (wie sie z. B. in der 
Öperatorentheorie vorkommen) mit zu erfassen, etwa so definiert wird: y(y) ist die obere 
Grenze aller x, für die (x) S y ist (findet dies nie oder immer statt, so sei y(y) = — © 
bzw. = + 0©o — oder auch undefiniert). Das über eine Menge M erstreckte Integral 
Sdp(x) ıst dann gleich dem Maß der Menge M, aller y, für die y(y) zu M gehört. Wir 
lassen also an Stelle der Mengen WM vom Maße O0 diejenigen M treten, für welche M, das 
Maß 0 hat. 

Ferner betrachten wir, an Stelle der beschränkten, im Lebesgueschen Sinne meß- 
baren Funktionen f(x), diejenigen beschränkten f(x), für die f(p(x)) im Lebesgueschen 
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Sinne meßbar ist. Und unter fg verstehen wir, daß für die Menge M aller x mit 
f(x) # g(x) M, das Maß 0 hat. Somit bedeutet fg f(p)»g(p). Für diesen neuen 
Äquivalenzbegriff — können wir wiederum Äquivalenzklassen bilden, und unser ur- 
sprüngliches Problem erneut formulieren. 

Da jedoch das neue Problem für die / mit dem alten für die f(p) gleichwertig ist °), 
existieren auch jetzt die Repräsentanten. — 

Eine andere Verallgemeinerungs-Möglichkeit wäre die, die / nicht von einer, sondern 
von mehreren reellen Variablen abhängen zu lassen. (Hierher gehört auch der Fall, daß 
die Variable x komplex ist.) Da es eineindeutige und maßgleiche Abbildungen des 
n-dimensionalen Raumes auf die Zahlengerade gibt ®), gelten unsere Resultate auch 
dann; übrigens gelten unsere Überlegungen ohnehin beinahe ohne jede Änderung auch im 
Raume. 


5) Allerdings brauchen die Repräsentanten, die nach unserem ursprünglichen Verfahren gewonnen werden, 
nicht in den Konstanzintervallen von p konstant zu sein, was die f(p) gerade charakterisiert. Wir hätten uns aber 
bei unserem ursprünglichen Verfahren konsequent auf solche Funktionen beschränken können, die in den Konstanz- 
intervallen von @ konstant sind (bzw. auf solche Mengen, die von jedem dieser Intervalle keinen oder alle Punkte 
enthalten), und wären genau so ans Ziel gekommen. 

6) Vgl. z.B. a.a.0.?). 


Eingegangen 1. Februar 1931. 
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Theorie der halbfiniten unendlichen Matrizen. 


Von Gottfried Köthe in Münster und Otto Toeplitz in Bonn. 





Die Theorie der beschränkten unendlichen Matrizen, die aus Hilberts Theorie der 
unendlichvielen Veränderlichen herausgewachsen ist !), ist nicht die einzige Theorie 
eines vollständigen Systems von unendlichen Matrizen, in dem ein Kalkül nach dem 
genauen Muster des Kalküls mit n-reihigen Matrizen aufgestellt werden kann. Unter den 
vielen Systemen, die man bisher betrachtet hat ?), hat das der zeilenfiniten Matrizen, 
d.h. der Matrizen, die in jeder einzelnen ihrer Zeilen nur endlichviele Nichtnullen auf- 
weisen, die Eigenschaft, daß alle Summen, die bei der Multiplikation zweier solcher Matrizen 
auftreten, nur endlichviele von O0 verschiedene Summanden enthalten, also in Wahrheit 
keine unendlichen, sondern nur endliche Summen sind. Da hierdurch bei diesem System 
alle Konvergenzbetrachtungen von vornherein ausscheiden, soll es als ein „konvergenz- 
freies System‘ bezeichnet werden. Das System der spaltenfiniten Matrizen, das zu ihm 
transponiert ist, ist natürlich auch konvergenzfrei. Andere konvergenzfreie Systeme 
sind bisher nicht betrachtet worden. 

Es ist uns nun gelungen, eine Reihe weiterer konvergenzfreier Systeme aufzustellen. 
Die Theorie des nächst einfachen von ihnen, das wir als „halbfinit‘‘ bezeichnen, wird im 
folgenden gegeben, zuerst die Konstruktion und Vollständigkeit ($ 1), sodann die Theorie 
der Auflösung linearer Gleichungssysteme mit halbfiniter Koeffizientenmatrix ($$ 2, 3), 
endlich eine Skizze der Konstruktion weiterer Systeme ($ 4). 

Das Interesse dieser Theorie beruht darauf, daß man hier unter relativ einfachen 
Verhältnissen über Fragen Klarheit erhalten kann, die bei den nicht-konvergenzfreien 
Systemen, wie z. B. bei dem beschränkten System, z. Z. noch unangreifbar erscheinen. 
Die Auflösung der linearen Gleichungssysteme ist eine erste Probe in dieser Richtung. 
Bei den zeilenfiniten Systemen ?) ist sie von überraschender Einfachheit, nämlich in 
genauer Analogie zu den Systemen von endlichvielen Gleichungen mit endlichvielen 
Unbekannten. Es gilt die „Alternative‘‘ zwischen der Lösbarkeit der homogenen und 
der der unhomogenen Gleichungen, und es gilt umfassender und präziser der folgende 
Satz: „Jede zeilenfinite Matrix W ist äquivalent einer Einsermatrix %, d. h. einer Matrix, 
deren jede Reihe höchstens eine Eins, sonst nur Nullen enthält, in dem Sinne, daß es zwei 
zeilenfinite Matrizen U, ® mit eindeutigen vorderen und hinteren zeilenfiniten Reziproken 
gibt, für de UA = gilt.‘ Bei den halbfiniten Matrizen — und das ist das lehrreiche an 
ihnen — besteht diese volle Analogie zur endlichen Algebra nicht mehr; die Alternative 
hat aufgehört, aber an ihre Stelle treten einige nur wenig kompliziertere Tatbestände, 
die man restlos übersehen und aus denen man für schwerere Fälle lernen kann. 


!) E. Hellinger und ©. Toeplitz, Gött. Nachr. math.-phys. Kl. 1906, pag. 351—855; Math. Ann. 69 (1909), 
pag. 289—330. 

2) Enc. d. math. Wiss. II, 3, pag. 1442—1450. 

°) ©. Toeplitz, Pal. Rend. 28 (1909), pag. 88—%. 
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$S 1. Das System der halbfiniten Matrizen. 

Die halbfiniten Matrizen kann man am bequemsten definieren, wenn man die Indizes 
ihrer Elemente nicht in der üblichen Weise die Werte 1, 2,3,... durchlaufen läßt, sondern 
alle ganzen Zahlen von — » bis + ©. Die Matrix dehnt sich dann nicht nur nach rechts 
und unten aus, sondern nach allen vier Richtungen, und man muß darin einen horizontalen 
und einen vertikalen Teilungsstrich markieren, damit man beim Komponieren von Zeilen 
und Spalten weiß, welche Elemente man mit einander zu komponieren hat ®): 

a-2,,— Ad-2,—ı | d-2,0 A-2,1ı 





ee ee 
40, —2 G,—ı /|%0 Ao,ı 
a1,—2 ad,-ı ‚AL,o Ayı 








Um das Ausschreiben solcher Matrizen möglichst einzuschränken, wollen wir die vier 
Teilmatrizen, die durch die Striche abgeteilt werden, durch A*, W,, *U, „U bezeichnen, 
wobei die Stellung des Sterns jeweils das Feld kennzeichnet, welches gemeint ist. Man 


hat dann 
I » 4 
A Ur 
Definition. Die Matrix X heißt halbfinit, wenn *X spaltenfinit, W* endlich, A, zeilen- 
finit, und „NW beliebig ist. Eine Matrix soll dabei endlich heißen, wenn nur endlichviele 
ihrer Elemente von O0 verschieden sind. 


Satz 1. Das System aller halbfiniten Matrizen gestattet den Kalkül, d.h. es ist ein 
Ring, in dem die Rechenoperationen mit den üblichen des Mairizenkalküls übereinkommen. 


Der Beweis ist sehr übersichtlich, wenn man sich vorab überlegt, daß die Multi- 
plikation zweier Matrizen von dem obigen vierfeldrigen Typus einfach so vollzogen werden 
kann, daß man die zugehörigen zweireihigen Matrixmatrizen wie gewöhnliche zweireihige 
Matrizen, aber unter sorgfältiger Wahrung der Reihenfolge der Faktoren ausmultipliziert 
und dann wieder als unendliche Matrizen vom obigen Typus auffaßt: 

2 & (*® 5 |= AB + U*,DB *AD* + A’D, 

AU U BUI EU H U D A DB* + U, Br 
Nun gilt, wenn 3 eine zeilenfinite Matrix bedeutet, © eine spaltenfinite, X eine endliche, 
U eine beliebige: 


= 6. 


S=-6 UN=-), MN, 

3-8, NU=-6G NWAN. 
Aus diesen Relationen und der Definition der Halbfinitheit liest man unmittelbar ab, 
daß & existiert und selbst wieder halbfinit ist. Und zwar ergibt sich diese Existenz in 
der Art, daß alle auftretenden unendlichen Summen in Wahrheit endlich werden, d.h. 
das System ist „konvergenzfrei‘. 

Die Gültigkeit der Rechenregeln in unserem Ring ergibt sich rein formal. Nur die 
des assoziativen Gesetzes der Multiplikation muß besonders hervorgehoben werden; 
man muß hier überlegen, daß bei einem Produkt von 3 halbfiniten Matrizen die auftreten- 
den Doppelsummen ebenfalls nur endlichviele Summanden enthalten; daraus folgt die- 
jenige Vertauschbarkeit von Doppelsummen, die mit dem assoziativen Gesetz gleich- 
bedeutend ist, unmittelbar. 


*) O. Toeplitz, Math. Ann. 70 (1910), pag. 354 Anm. 
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Satz 2. Das System der halbfiniten Matrizen ist vollständig, d. h. es ist als Teilsystem 
in keinem weiteren System von unendlichen Matrizen enthalten, in dem der Kalkül ebenfalls 
noch in dem Sinne gilt, daß ein Produkt zweier Matrizen als existent angesehen wird, wenn 


die auftretenden unendlichen Summen ze Q;;b;. im gewöhnlichen Sinne konvergent sind. 
j=—o» 

Den Beweis führen wir indirekt. Gesetzt AV wäre eine nicht-halbfinite Matrix aus 
einem solchen Obersystem, und es wäre 

1) *A nicht spaltenfinit, sondern es gäbe in *X eine Spalte, etwa die k-te, die infinit 


ist, also unendlichviele Nichtnullen enthält. Wir bestimmen dann solche Zahlen b,, b,, . . 
daß 


". 


A_-1,k b, + A_2,k bs 2 u 
divergiert. Die Matrix 
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ist halbfinit, das Produkt BA existiert aber nicht; denn das Element in der O-ten Zeile 
und %-ten Spalte müßte gleich der obigen Summe sein, die divergiert. Die Multipli- 
katıon wäre also ın dem Obersystem nicht ausnahmslos ausführbar. Daß 

2) U, zeilenfinit sein muß, zeigt man in analoger Weise. Wäre 

3) W* nicht endlich und wäre eine einzelne Zeile oder eine einzelne Spalte davon 
infinit, so würde die gleiche Betrachtung wie eben einen Widerspruch ergeben, da 
bei ihr gar nicht benutzt worden war, daß die betrachtete Spalte gerade der linken 
Hälfte entstammte (bzw. die Zeile der unteren Hälfte). Wäre also trotzdem W* nicht- 
endlich, so wählen wir aus A* eine Folge 3, in, - . . von Zeilen, deren jede wenigstens ein 
von Null verschiedenes Element enthält, aber derart, daß in jeder Spalte von A* höchstens 
ein Element + 0 dieser Zeilen steht. Multiplizieren wir X mit einer Matrix ® vom obigen 
Typus, in der die b„, = 1, alle anderen Elemente gleich Null sind, so bekommen wir eine 
Matrix, deren O-te Zeile unendlichviele Nichtnullen in der rechten Hälfte enthält, was 
dem unter 2) Gezeigten widerspricht. 


$ 2. Äquivalenz der halbfiniten Matrizen: Reduktion auf Einsermatrizen. 


Definition. Zwei halbfinite Matrizen X und B heißen äquivalent, wenn es zwei „intakte“ 
halbfinite Matrizen U und 3 gibt, d. h. zwei halbfinite Matrizen, die jede eine eindeutig 
bestimmte, zugleich vordere und hintere halbfinite Reziproke besitzen, so daß UA® = B. 

In diesem Paragraph wollen wir zeigen, daß jede halbfinite Matrix einer Einsermatrix 
äquivalent ist, d.h. einer solchen, die in jeder Zeile und in jeder Spalte höchstens eine Eins, 
sonst nur Nullen aufweist. Die Reduktion von *WX und W, wird sich aus den entsprechenden 
Sätzen über zeilen- und über spaltenfinite Matrizen leicht ableiten lassen; W* mit seinen 
endlichvielen Nichtnullen wird noch weniger Schwierigkeiten bereiten. Das eigentliche 
Problem ist die Reduktion von „W. Wir beginnen deshalb die Untersuchung mit dem 
besonderen Fall, daß 


0 0 
«A 0 


ist, wo links unten eine ganz willkürliche Matrix steht. 


A- 
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Ist © irgendeine spaltenfinite, 3 irgendeine zeilenfinite a so gilt offenbar 

d) Eu 0) (© [2 

0 371,0 0)lo € 13,416 ni 

Gelingt es also, intakte 3 und © zu finden (3 intakt im Sinne der zeilenfiniten 

Matrizen, © intakt im Sinne der spaltenfiniten Matrizen), so daß 3,AS eine Einser- 
matrix ist, so ıst auch WU auf eine solche reduziert. | 

Das Hilfsmittel, mit dem diese Bestimmung gelingt *), ist die sog. Jacobische Trans- 


formation 5), d. h. folgende Tatsache: Sind die Abschnittsdeterminanten der Matrix „NW, 
d.h. die Determinanten 


»4ıı Aa 





A, = |%4ıı); As = wi 4Ay yo .. 
alle von O0 verschieden, so kann man zwei Matrizen 
un | En Zr Yı da Pas 
u— [4eı 4x Ö N O Von Yes 
Us Un Us | 0 0 Vag 
Er 











bestimmen, daß UB = „Awird. Diese Tatsache wird gewöhnlich für n-reihige Matrizen 
ausgesprochen; da aber die u; und v;. sich rekursiv bestimmen und so, daß die m-te 
Zeile von U und die m-te Spalte von ® nur vom m-ten Abschnitt von „W abhängt, besteht 
keinerlei Hindernis, diese rein formale Bestimmung auf ganz willkürliche unendliche 
Matrizen zu übertragen. 

Überdies sind die Diagonalgrößen u;; und v;; sämtlich von 0 verschieden, wie man 
auch unmittelbar leicht einsieht. Daraus folgt, daß die Matrizen U und 3, die eine im 
Sinne der zeilenfiniten Matrizen, die andere im Sinne der spaltenfiniten Matrizen intakt 
sind; denn betrachtet man U als Koeffizientenmatrix einer linearen Transformation, 
so kann man diese rekursiv und eindeutig auflösen, erhält also eine eindeutige zeilen- 
finite hintere Reziproke; nach den Formalsätzen über Reziproke®) ist diese dann von 
selbst auch vordere und zwar die einzige vordere Reziproke. Ganz ähnlich für ®. 

Besitzt „A nur nichtverschwindende Abschnittsdeterminanten, soist U" „AB = 
also gewiß eine Einsermatrix, und damit ist alles erledigt. 

Gibt es unter den Abschnittsdeterminanten von „A verschwindende, so müssen 
der Jacobischen Transformation zwei vorbereitende Transformationen vorausgeschickt 
werden. 





*) Anm. bei der Korrektur. Herr H. Ulm-Göttingen macht uns darauf aufmerksam, daß man (unter 
Verzicht auf eine explizite Lösungsformel) die Existenz der zeilen- bzw. spaltenfiniten Transformation ® bzw. Q, 
die die Matrix „A in eine Einsermatrix überführt, auf einem natürlicheren Wege finden kann. Der Grundgedanke 
ist der folgende. Zwischen den Zeilen und Spalten von „A gebe es keine linearen Dependenzen. Eine Zeile von „AU 
heiße von der „Kürze‘‘ n, wenn ihre n-te Koordinate die erste von Null verschiedene ist. k, sei die Kürze der ersten 
Zeile von „A. Durch Subtraktion passender Vielfachen der ersten Zeile von den folgenden wird erreicht, daß in der 
k‚-ten Spalte in allen folgenden Zeilen nur Nullen stehen. Mit der zweiten Zeile der modifizierten Matrix verfahre 
ich ebenso, u.s.f. Alle diese Umformungen werden durch vordere Multiplikation mit einer einzigen zeilenfiniten 
intakten Matrix ® erreicht, die das „unendliche Produkt‘ der den obigen einzelnen Umformungen entsprechenden 
zeilenfiniten Matrizen ist. Die Matrix ® „A ist spaltenfinit und intakt. Ist DO ihre spaltenfinite Reziproke, so wird 
PAD= € — Unter Benutzung des Grundgedankens dieser Überlegung werden wir in einer Fortsetzung dieser 
Arbeit eine einheitliche Form des ganzen Beweises darlegen, die nicht nur für halbfinite sondern für andere kon- 
vergenzfreie Systeme durchführbar ist. 

5) Der Gebrauch der Jacobischen Transformationen für unendliche Matrizen bei O. Toeplitz, Gött. Nachr. 
math.-phys. Kl. 1907, pag. 101—109. 
°) O. Toeplitz, Math. Ann. 69 (1909), pag. 311. 
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1. Wir ersetzen diejenigen Zeilen von „W, die von den ihnen vorangehenden Zeilen 
linear abhängig sind, durch Nullzeilen. Dies läuft darauf hinaus, daß „WA vorn mit einer 
Matrix ®, multipliziert wird, die folgendermaßen gebaut ist: Ist die n-te Zeile 3„. von den 
ihr vorangehenden linear unabhängig, so ist das Diagonalelement der n-ten Zeile von 
P, gleich 1, alle übrigen Elemente dieser Zeile sind 0. Ist dagegen 3. eine lineare Kom- 
bination 

in =rnı Jı + PR + Pa,n—ı dn—-1; 
so lauten die Elemente der n-ten Zeile von ®;: 

— Tu11.:43 —Tan-ı, 1; 0, na 
Die Matrix ist also von folgender Art: 


Pı = Ir —ra 
0 


oO 

peia 
: OO m00 
>00 








Daß die Matrix im zeilenfiniten Sinne intakt ist, ist aus denselben Gründen klar, wie 
‘oben bei der Matrix U. 

Ebenso konstruiere man jetzt eine Matrix Q,, die, als hinterer Faktor verwendet, 
in B} „U diejenigen Spalten, die von den ihnen vorangehenden linear abhängen, durch 
Nullen ersetzt. Bei dieser Operation behalten diejenigen Zeilen von ®, „W, die Nullzeilen 
waren, diesen Charakter bei, und die übrigen bewahren die lineare Unabhängigkeit, die 
zwischen ihnen hergestellt war. 

Das Gesamtergebnis dieser 1. Transformation PB, „AD, heiße „NW.. 

2. Wir betrachten nun zunächst die Matrix €, die aus „W, durch Wegstreichung 
aller Nullzeilen und Nullspalten entsteht. Diese Matrix E hat also die Eigenschaft, daß 
nie zwischen endlichvielen Zeilen und nie zwischen endlichvielen Spalten von ihr eine 
lineare Dependenz besteht. Wir beweisen nun den 

Hilfssatz. /st & eine unendliche Matrix, zwischen deren Zeilen und Spalten keine 
endlichen linearen Dependenzen bestehen, so kann man durch eindeutig umkehrbare Permu- 
tation der Zeilen und der Spalten erreichen, daß alle Abschnittsdeterminanten von 0 ver- 
schieden sind. 

Ist c,; # 0, so ist der 1. Abschnitt schon nach Wunsch. Ist c,, = 0, so gibt es ein 
erstes cız, # 0; dann setze man die k,-te Spalte anstelle der 1. und schiebe alle weiteren, 
die links von ihr gestanden haben, um eins nach rechts; man hat dann erreicht, daß die 
1. Abschnittsdeterminante + 0 geworden ist. Ist die 2. Abschnittsdeterminante = (0, 
so werden die beiden obersten Elemente der 2. Spalte denen der 1. Spalte proportional 
sein. Es können aber nicht die sämtlichen Elemente der 2. Spalte denen der 1. Spalte 
proportional sein, da sonst beide Spalten in Dependenz wären. Sei Ah, der erste Index, 
für den es eintritt, daß das Ah,-te Element der 2. Spalte sich der Proportionalität nicht 
mehr einfügt. Diese h,-te Zeile machen wir zur 2. Zeile; dann ist also die 2. Abschnitts- 
determinante # 0. Damit ist das Gewünschte für n = 1, 2 geleistet, und zwar überdies 
so, daß die ursprüngliche 1. Zeile und die ursprüngliche 1. Spalte beide in der 2. Ab- 
schnittsdeterminante Verwendung gefunden haben. 

Das Verfahren werde jetzt gemäß folgender Induktion fortgesetzt. Sei bereits 
durch Umordnung der Zeilen und Spalten erreicht, daß die Abschnittsdeterminanten 
bis zur 2n-ten alle # O0 sind und daß die ersten rn Zeilen und die ersten n Spalten der 
ursprünglichen Matrix in der 2n-ten Abschnittsdeterminante Verwendung gefunden haben. 
Ist dann die (2r + 1)-te Abschnittsdeterminante =# 0, so lasse ich die (2n + 1)-te Zeile 
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und Spalte der umgeformten Matrix in Ruhe und gehe zum nächsten Schritt; ist jene 
Determinante aber = (0), so ist die (2r + 1)-te Zeile (in ihren ersten 2r + 1 Koordinaten) 
eine lineare Komposition der ersten 2n Zeilen 
32n+1 u sı3ı ++ m On; 

wo der Akzent bedeuten soll, daß nur die ersten 2 + 1 Koordinaten in jeder Zeile ge- 
nommen sind. Für die vollen Zeilen kann diese Relation nicht gelten. Wir gehen bis zur 
ersten Koordinate (Spalte), wo sie nicht gilt, der k„.1-ten, und setzen diese an Stelle der 
(2n + 1)-ten Spalte und schieben dann diese und die weiteren dazwischenstehenden 
Spalten um 1 nach rechts. Nun ist die (2r + 1)-te Abschnittsdeterminante + 0. Ist 
jetzt die (2n + 2)-te Abschnittsdeterminante + 0, so lassen wir die (2n + 2)-te Zeile 
und Spalte in Ruhe; ist sie = 0, so machen wir dasselbe wie eben, in Spalten statt Zeilen. 
Dabei sind die ersten n Reihen alle in der 2n-ten Abschnittsdeterminante verwendet 
geblieben, da die 2n ersten Reihen überhaupt nicht mehr umgeordnet wurden. Es ist 
aber auch die (2 + 1)-te Zeile und Spalte der ursprünglichen Matrix E jetzt verwendet 
worden. Denn entweder befand sie sich unter den 2n ersten, oder sie war durch das 
Umeinsweiterschieben der in der Abschnittsdeterminante nichtverwendeten Reihen an 
die (2n + 1)-te Stelle geraten und ist beim (2r + 1)-ten bzw. beim (2rn + 2)-ten Schritt 
verwendet worden. 

Daß dieses alternierende Verfahren die Abschnittsdeterminanten + 0 macht, ist 
klar. Es kam nur darauf an, daß alle Zeilen und alle Spalten der ursprünglichen Matrix 
bei dem unendlichen Umordnungsprozeß an endlicher Stelle verwendet worden sind, 
damit die die Umordnung darstellenden Permutationsmatrizen intakt sind. Dafür ist 
aber bei dem Induktionsverfahren gerade gesorgt worden. 

Der Hilfssatz ist hiermit bewiesen. Wir kehren nun zu der Matrix „W, zurück und 
überlegen, was aus ihr geworden ist, wenn wir diejenigen ihrer Reihen, die CE angehören, 
den durch den Hilfssatz gegebenen Permutationen unterwerfen, die dazwischen etwa 
stehenden Nullreihen aber an ihrem Platze lassen. Die dabei entstehende Matrix 
P, „AD, = „N, wird dieselben Nullreihen aufweisen, aber nach deren Streichung eine 
Matrix werden, deren Abschnittsdeterminanten sämtlich + O sind. 

Nach diesen vorbereitenden Transformationen haben wir eine Matrix gewonnen, 
auf die wir die Jacobische Transformation anwenden können. Ist „W, frei von Null- 
zeilen, so ist damit unmittelbar die Transformation P,,Q, gewonnen, die „W, in eine 
Einsermatrix, nämlich die Einheitsmatrix überführt, P; „AU,0, = €. Sind aber Nullreihen 
vorhanden, so liefern die Jacobischen Transformierenden nicht unmittelbar die Trans- 
formationen ®,,Q,, die wir brauchen, da sie nur die nullfreien Reihen betreffen. Wir 
gewinnen diese aber aus ihnen, indem wir in denjenigen Reihen, über die noch nicht 
verfügt ist, in der Diagonale 1 und sonst Nullen setzen. Alsdann wird PB, „AU,D, = „Ns 
eine Matrix, die die gleichen Nullreihen aufweist wie „W, und nach deren Streichung 
in die Einheitsmatrix übergeht, also eine Einsermatrix. 

Wir haben damit den bisher allein behandelten Spezialfall erledigt, daß in V nur 
der linke untere Teil „X vorhanden ist. Wir müssen jetzt den allgemeinen Fall auf diesen 
zurückführen. 

Wir betrachten die Matrix 


Om O0. 
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und überlegen, daß 3 halbfinit und intakt ist (weil ihre Transponierte 9 ebenfalls halbfinit 
und3WV’ = E,W93= €) und daß (unter U irgend eine Matrix verstanden) 3U aus U 
einfach dadurch hervorgeht, daß man alle seine Zeilen um eins nach oben schiebt. Man 
kann daher durch vordere Multiplikation mit einer hinreichend hohen negativen Potenz 
von 3 die Matrix WA soweit hinunterschieben, daß die endlichvielen Nichtnullen rechts oben 
unter den horizontalen Strich fallen. W ist also einer Matrix A, äquivalent: 

dt 07 
u Pr Pe 79 5 


Gemäß der Äquivalenztheorie der zeilen- und der der spaltenfiniten Matrizen gibt es 
zwei zeilen- bzw. spaltenfinite intakte Matrizen 3, 3 bzw.&, ©, so daß ZU,43 = W;, und 
S+A,S = *U, wird, wo W,, und *W, Einsermatrizen sind. Danach wird 


Ss A 0 1,6 4_ = Mn 
0 Ju Al 3 (x Apr ” 
wo „X, irgendeine Matrix ist, *W, und W,, aber Einsermatrizen sind. 
Im nächsten Schritt formen wir unsere Matrix W, so um, daß in den Spalten und 
Zeilen von „X,, über bzw. rechts von denen Einsen aus *W, bzw. W,, stehen, nur noch 


Nullen auftreten. 
Die Einsen in *W, mögen an den Stellen (m,, 2,), (Mg, 2,),. .. stehen. Wir bilden 


die Matrix 
GE 0 
B= (mg) 


in der so definiert ist: M hat in der m,-ten, my-ten, ... Spalte die n,-te, n,-te,... Spalte 
von „X, stehen, aber jedes Element mit dem negativen Vorzeichen. Die übrigen Spalten 
von M seien Nullspalten. Die Matrix ® ist nach früheren Überlegungen intakt. Es wird 


FA" 


«X, eine Matrix, die mit „W, übereinstimmt bis auf die n,-te, n.-te,... Spalte, die durch 
Nullspalten ersetzt sind. 

Durch Multiplikation mit einer analog gebildeten intakten Matrix Q von rechts 
ersetzen wir auch die Zeilen von „W,, rechts von denen eine Eins in W,, steht, durch Null- 
zeilen. Die so erhaltene Matrix W, sieht so aus: 


N 
Uu<(g ). 


A, = 


Wir unterscheiden jetzt zwei Fälle. 

1. Die durch Streichen der Nullreihen aus „W, entstehende Matrix „Bist quadratisch, 
endlich oder unendlich. Nach unseren früheren Resultaten, die für Matrizen endlichen 
Grades natürlich auch gelten, gibt es zwei Transformatoren, die „® in eine Einsermatrix 
transformieren. Verlangen wir ferner, daß die Reihen von W,, die nicht in „B vorkommen, 
ungeändert bleiben, so werden dadurch zwei intakte Transformatoren B’ und’ bestimmt, 
so daß 


\ 0 
die gewünschte Einsermatrix wird. 

2. Die durch Streichen der Nullreihen von „W, entstehende Matrix „B ist nicht 
quadratisch, sie besitze z. B. mehr Zeilen als Spalten, also endlichviele, sagen wir A, 
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Spalten. Sind Zu... ö%, 7 Sk, die obersten linear unabhängigen Zeilen von „®B, 
aus denen sich alle übrigen linear kombinieren lassen, so lassen wir die Zeilen zn, ,. - -, Zn, 
und noch k — r weitere ungeändert, die übrigen ersetzen wir durch Nullzeilen. Dies 


erreichen wir durch vordere Multiplikation von W, mit einer Matrix (5 a) in der 3 eine 


Matrix der Form ®, vom Beginn dieses Paragraphen ist. Dadurch ist dieser Fall auf 
den vorhergehenden zurückgeführt und die Reduktion einer beliebigen halbfiniten Matrix 
auf eine Einsermatrix durchgeführt. 


$ 3. Äquivalenz der halbfiniten Matrizen: die kanonischen Normalformen. 


Bei den zeilenfiniten Matrizen ist die Reduktion beendet, wenn sie bis zur Einser- 
matrix geführt ist. Denn da alle Permutationen, als Matrizen betrachtet, zeilenfinit und 
intakt sind, kann man nach Streichung der Nullreihen durch Permutation der Zeilen 
und der Spalten die Einheitsmatrix erzeugen. Bei den halbfiniten Matrizen dagegen gibt 
es Permutationen, die als Matrizen geschrieben nicht halbfinit sind, z. B. 


er 
I 
| 





m>O00% 








| = 
Schon in dem Falle, daß Nullreihen überhaupt nicht auftreten, wird sich dies bemerkbar 
machen. 

Wir nehmen also vorerst an, daß die halbfinite Einsermatrix $%, die wir zu behandeln 
haben, keine Nullzeilen und keine Nullspalten enthält. Sie enthält dann in jeder Zeile 
und in jeder Spalte genau eine 1. Wir behaupten, daß sie entweder der Einheitsmatrix € 
oder der folgenden Matrix %5 äquivalent ist: 


f . 





1000000000 
0021090000000 
-000%01 00000 
-00000900 1/0 00 
[0000010000 
:-000%00900 0100 
-0060100 0000 
-00%0000 0/0 10 
:-010009000000 
00000900001 











Zum Beweise unterscheiden wir, ob {% in seinem linken unteren Teil, m. a. W., ob 
„\) nur endlichviele Einsen enthält oder unendlichviele. Im ersten Fall ist $ der Einheits- 
matrix äquivalent: Bilden wir nämlich die Transponierte %’ von $, so ist % halbfinit und 
zugleich vordere und hintere Reziproke von S, also % nach den Formalsätzen intakt. Im 
anderen Falle enthält „% unendlichviele Einser, und folglich enthält *% unendlichviele 
Nullspalten, da jede Spalte von { genau eine 1 enthalten soll. Andererseits muß *% aber 
auch in jeder Zeile eine 1 enthalten, da $*, so wie es $2 geliefert hat, nur Nullen enthält. 
Nach der Äquivalenztheorie der spaltenfiniten Matrizen kann man also *% durch vordere 
und hintere Multiplikation mit Permutationsmatrizen auf die Gestalt *% bringen, und 
ebenso %, auf die Gestalt 5,. Was nun „‘% betrifft, so hat es bei allen diesen Umord- 


nungen seinen Charakter als Einsermatrix mit unendlichvielen Einsern bewahrt. Es ist 
16* 
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klar, daß diese Einser genau auf die Zeilen bzw. Spalten mit den Indizes 0, 1,3, 5,... 
bzw. —1, —2, —4, —6,... verteilt sein müssen; nach Wegstreichung der übrigen 
Reihen hat man also eine Matrix vor sich, die in jeder Reihe genau eine Eins enthält und 
die, da links unten keinerlei Beschränkungen im Permutieren bestehen, in die Einheits- 
matrix umgeformt werden kann. Damit ist 7 hergestellt. 

Enthält nun die Matrix % auch Nullzeilen oder Nullspalten, so führt eine ganz 
ähnliche Betrachtung zur Aufstellung der Normalformen; man muß nur dauernd von 
der Tatsache Gebrauch machen, daß man die Reihen der Matrix, die ganz auf einer Seite 
des Teilstrichs stehen, nach Belieben permutieren darf, sowie von der „Verschiebungs- 
matrix‘ 8, die schon oben benutzt wurde. Die dabei entstehenden Normalformen kann 
man vielleicht am besten in Worten beschreiben. Es sei zunächst 

& die halbfinite Einheitsmatrix, d. h. die ganze Diagonale mit Einsen besetzt, sonst 
lauter Nullen, 

&,„ die rechtserstreckte Einheitsmatrix, d. h. agy @yı,--. = 1, sonst alles = 0, 

&, die linkserstreckte Einheitsmatrix, d.h... ., @_a, _2, @_ı,-ı= 1, sonst alles = (0, 

E, die endliche Einheitsmatrix, d. h. ago, - - -, &-1,e-ı = 1, sonst alles = 0, 

‘5 die oben definierte Matrix, 

‘5; die Matrix, die aus 75 entsteht, wenn man die rechte Hälfte von ;5 durch lauter 
Nullen ersetzt und in der neuen Matrix die Nullzeilen streicht, 

5, die Matrix, die aus {5 durch Nullsetzen der oberen Hälfte und Streichen der 
Nullspalten in der neuen Matrix entsteht, 

5; die Matrix, bei der links unten die Einheitsmatrix steht, d. h. au, _1, @ı,_2, @2,_3,... 
— 1, sonst nur Nullen. 

Aus diesen acht Matrizen entstehen nun die sämtlichen Normalformen, in die man 
jede Einsermatrix überführen kann, indem man in sie noch endlich- oder unendlichviele 
Nullzeilen oder Nullspalten (außer den teilweise schon vorhandenen) einfügt. 

Es handelt sich jetzt darum, inwieweit die so erlangten Normalformen ein kano- 
nisches System von Normalformen darstellen, d. h. inwieweit sie unter einander unäqui- 
valent sind. Für das System der zeilenfiniten Matrizen beantwortet sich die entsprechende 
Frage in sehr einfacher Weise dadurch, daß man die Lösungen des homogenen Gleichungs- 
systems betrachtet, das die vorgelegte Matrix zur Koeffizientenmatrix hat, ohne der 
Lösung irgendwelche Einschränkungen aufzuerlegen, sowie die finiten Lösungen des 
transponierten homogenen Gleichungssystems; die Kardinalzahl der linear unabhängigen 
unter den Lösungen des einen wie des transponierten Systems, sowie auch die Kardinalzahl 
der linear unabhängigen Vektoren, die man hinzufügen muß, um eine Basis des Gesamt- 
raumes zu erhalten (Defekt), ist nämlich, wie man leicht einsieht, bei allen äquivalenten 
Matrizen die gleiche; und man sieht sofort, daß bei den hier von der Reduktionstheorie 
gelieferten Normalformen diese Kardinalzahlen verschiedene sind, woraus ihre gegenseitige 
Inäquivalenz hervorgeht. 

Für das System der halbfiniten Matrizen reicht nun die analoge Betrachtung der 
Lösungen der homogenen Gleichungen allein nicht aus, sondern es müssen noch einige 
andere Invarianten hinzugefügt werden. Deren Schilderung sei der Untersuchung 
vorangestellt: 

Invariante Eigenschaften, die allen zu einander äquivalenten 
halbfiniten Matrizen gemeinsam sind. 

I. Sei Wirgendeine halbfinite Matrix, ® = UNB eine zu ihr äquivalente, also U 
und ® intakte halbfinite Matrizen. Heiße ferner eine Stelle... .,2_1, pp . . links- 
finit, wenn unter ihren Koordinaten mit negativem Index höchstens endlichviele von 0 ver- 





fi 
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schieden sind, rechtsfinit, wenn unter ihren Koordinaten mit positivem Index höchstens 
endlichviele Nichtnullen vorkommen. Man überzeugt sich nun der Reihe nach leicht 
von der Richtigkeit der folgenden Tatsachen. 

1. Die linksfiniten Stellen bilden einen linearen Raum in dem Sinne, daß jede 
lineare Kombination von endlichvielen linksfiniten Stellen wieder eine linksfinite Stelle ist. 

2. Eine lineare homogene Transformation, deren Koeffizientenmatrix halbfinit ist, 
führt jede linksfinite Stelle in eine linksfinite Stelle über. 

3. Eine halbfinite Transformation (wie kurz gesagt werden soll), die überdies intakt 
ist, führt rn linear-unabhängige linksfinite Stellen in n andere linksfinite Stellen über, 
die wiederum linear unabhängig sind. Sie führt daher auch ein System von unendlich- 
vielen linksfiniten Stellen, von denen je endlichviele linear unabhängig sind, in ein eben- 
solches System über, läßt also die Kardinalzahl der Dimensionen jedes solchen linearen 
Raumes invariant. 

4. Die Gesamtheit der Lösungen des homogenen linearen Gleichungssystems mit der 
Koeffizientenmatrix W besitzt dieselbe Kardinalzahl von unter sich linear-unabhängigen Lö- 
sungen wie die des Gleichungssystems mit der zu Aäquivalenten Matrix®. Jede Lösung des 
Gleichungssystems mit der Matrix X ist nämlich Lösung des Systems mit der Matrix 
UN, und umgekehrt, und die Gesamtheit dieser Lösungen geht durch die intakte Trans- 
formation ® in die zur Matrix ® gehörende Gesamtheit über. 

5. Eine Menge von unendlichvielen linksfiniten Stellen heiße ‚„gleichmäßig-links- 
finit‘‘, wenn man einen gemeinsamen Index für alle Stellen der Menge finden kann, links 
von dem sie alle nur Nullen aufweisen. Jede halbfinite Transformation führt eine solche 
gleichmäßig-linksfinite Menge von linksfiniten Stellen in eine ebensolche über. 

6. Eine intakte halbfinite Transformation kann eine Menge von unendlichvielen 
Stellen, die nicht gleichmäßig finit sind, nie in eine Menge von Stellen überführen, die 
gleichmäßig linksfinit sind. 

7. Bildet die Gesamtheit der Lösungen eines homogenen linearen halbfiniten 
Gleichungssystems X ein gleichmäßig-linksfinites System, so auch die jedes äquivalenten 
Gleichungssystems ®, und wenn das eine nicht gleichmäßig-linksfinit ist, so auch das 
andere nicht. 

8. Die Transponierten der halbfiniten Matrizen verhalten sich ganz genau so zum 
Raum der rechtsfiniten Stellen, wie die halbfiniten Matrizen selbst zum Raum der links- 
finiten Stellen. 

Auf Grund dieser Vorbemerkungen können wir nun zunächst die Nichtäquivalenz 
der oben geschilderten 8 Normalformen zu je zweien dartun. Wir beginnen mit € und 
5. Wären sie äquivalent, also % = UE®, so wäre auch % intakt, als Produkt dreier in- 
takter Matrizen. Aber bei ?5 gibt es eine Menge von Stellen, die zwar alle linksfinit sind, - 
aber nicht gleichmäßig, und denen vermöge % ein gleichmäßig-linksfinites System zu- 
geordnet ist. Bezeichnet nämlich e, diejenige Stelle, deren sämtliche Koordinaten 0 
sind mit Ausnahme der einen j-ten e; = 1, so transformiert 5 die Stellen e_s, e_,€_,... 
in die Stellen e,, &3, &,...; alle diese Stellen sind linksfinit, aber während die zweite 
Menge gleichmäßig linksfinit ist, ist es die erste Menge nicht. Nach Satz 6 verträgt sich 
dies aber nicht mit der Intaktheit der Matrix %. 

E und 7 können mit keiner der 6 weiteren Normalmatrizen äquivalent sein, da 
diese alle irgendwelche Nullreihen enthalten, also die zugehörigen oder die transponierten 
homogenen Gleichungen irgendwelche Lösungen aufweisen, die bei € und % offensichtlich 
ausgeschlossen sind. Die Kardinalzahl dieser Lösungen ist bei allen übrigen Normalformen 
in beiderlei Sinne &, bei %, und %, nur je in dem einen Sinne, so daß diese Kardinalzahlen 
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nur 5, und 7, als unter sich und von den übrigen nichtäquivalent erweisen. Erst Satz 7 
und 8 helfen dazu, die übrigen Nichtäquivalenzen einzusehen. Daß zwei Matrizen vom 
Typus €, mit einer verschiedenen endlichen Anzahl e von Einsen unäquivalent sind, 
zeigt man entweder wie bei endlichen Matrizen mit dem Begriff der Determinanten- 
teiler oder mit dem oben im zeilenfiniten Falle erwähnten Defektbegriff. 

Wir haben schließlich noch die vielerlei, aber leicht zu übersehenden derivierten 
Normalformen auf ihre Äquivalenz hin zu untersuchen, die sich aus den betrachteten 
8 Normalformen durch Einfügung von (weiteren) Nullreihen ableiten. Es gilt der Satz: 

Zwei solche Einsermatrizen sind dann und nur dann äquivalent, wenn sie 

1. nach Streichen geeigneter Nullreihen in dieselbe der 8 Normalformen über- 

gehen (im Falle &, muß außerdem die Zahl e in beiden Matrizen die gleiche sein), 
wenn 

2. die Kardinalzahlen der Nullzeilen und der Nullspalten übereinstimmen, und 

wenn 

3. die Anzahl der Nullreihen auf der einen bzw. der anderen Seite des Teilstriches 

ın beiden Matrizen endlich oder in beiden unendlich ist. 

Beim Beweise kommt man nicht durchweg mit den Sätzen 7 und 8 aus. Einige 
Fälle können erst, dadurch bewältigt werden, daß man wie beim Beweise der Nichtäqui- 
valenz von & und % selbst Satz 6 heranzieht. Wir wollen uns damit begnügen, einen 
Fall als Muster durchzuführen; man wird sofort übersehen, daß es auch sonst immer 


nach demselben Prinzip gehen muß. Wir betrachten die Matrizen €, und %,, die aus & 
und 7; dadurch entstehen, daß man die linke Hälfte beider Matrizen beibehält, in die 
rechte aber lauter Nullen setzt. €, und %, haben als Lösungen der homogenen Gleichungen 
eine gleichmäßig-linksfinite Menge von Stellen, und bezüglich der transponierten homo- 
genen Gleichungen verhalten sie sich ebenfalls gleichartig. Ebenso wie bei % gibt es nun 
bei jeder Matrix, bei der sich unendlich viele Einsen nach links unten erstrecken, ein 
nicht gleichmäßig-linksfinites Stellensystem, das in ein gleichmäßig-linksfinites trans- 
formiert wird; vermöge Satz 6 wird es bei jeder dazu äquivalenten Matrix ein eben- 
solches geben; aber bei einer Matrix, die nach Streichung geeigneter Nullreihen zu einer 
Matrix wird, die höchstens in der Diagonale Einser hat, kann es etwas derartiges nicht 
geben. Also ist €, mit %, unäquivalent. 

Damit ist die Theorie der linearen halbfiniten Gleichungssysteme vollständig 
gegeben. 


S 4. Andere konvergenzfreie Systeme. 


In $3 ıst von der Tatsache Gebrauch gemacht worden, daß die halbfiniten Matrizen 
oder richtiger die Transformationen mit halbfiniter Matrix den Raum der linksfiniten 
Stellen in sich transformieren. Diese Tatsache ist umkehrbar: die halbfiniten Matrizen 
sind die einzigen mit dieser Eigenschaft; der Beweis hierfür ist in ganz ähnlicher Weise 
wie der für die Vollständigkeit des halbfiniten Systems ($ 1) zu führen. Das halbfinite 
System kann man also auch charakterisieren als das System aller Transformationen, die 
auf den Raum der linksfiniten Stellen anwendbar sind und ihn in sich transformieren. In 
ähnlicher Weise könnte man übrigens die Gesamtheit der zeilenfiniten und die der spalten- 
finiten Matrizen charakterisieren, die eine als zu dem Raum aller Stellen gehörig, die 
andere als zum Raum der finiten Stellen gehörig, d. h. der Stellen, die nur endlichviele 
Nichtnullen aufweisen. 

Diese Auffassungsweise liefert den Ansatzpunkt für die Aufstellung weiterer Sy- 
steme. Indem wir uns die nähere Ausführung hiervon für eine spätere Gelegenheit vorbe- 
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halten, geben wir im Augenblick nur die beiden nächst folgenden Systeme noch an. 
Das nächste ergibt sich, wenn man in einer zeilenfiniten Matrix statt der Zahlen, die ihre 
Elemente sind, lauter spaltenfinite Matrizen einsetzt, das folgende, indem man statt 
spaltenfiniter Matrizen die transponierten von halbfiniten Matrizen einsetzt. Auf diese 
zweifach geordneten Matrizen folgen dann mehrfach geordnete Matrizen. 

Wir gehen auf diese Theorie im Augenblick deshalb noch nicht näher ein, weil die 
Frage der Identität der so entstehenden Systeme einer Präzisierung bedarf. Man wird 
natürlich zwei solche Systeme als identisch ansehen, wenn sie durch eine homologe 
Permutation der Zeilen und Spalten auseinander hervorgehen. Aber Permutationen 
sind etwas Spezielles, und zu einer befriedigenden Begriffsbildung gelangt man erst dann, 
wenn man die Identität als Isomorphismus interpretiert. Die Untersuchung aber, wann 
zwei solche Systeme isomorph sind, erfordert ganz andere Prinzipien, die Herr A. Weber 
in seiner Dissertation soeben angewendet hat. Zu seinen Resultaten gehört, daß das 
zeilenfinite System keinem anderen isomorph sein kann, und daß das halbfinite im wesent- 
lichen nur zu seinem transponierten isomorph ist. Erst die Benutzung der hier ange- 
wendeten Prinzipien kann es gestatten, die Aufstellung aller konvergenzfreien Systeme 


anzugreifen. 


Eingegangen 2. Februar 1931. 
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Algebraische Funktionen von zwei Veränderlichen. 
A. Totale Differentiale. (Algebraischer Teil.) 


Von Heinrich W. E. Jung in Halle a. d. Saale. 





Diese und einige folgende Arbeiten enthalten inhaltlich nicht viel Neues. Nur die 
Art der Behandlung des Stoffes rechtfertigt sie vielleicht. 


I. Der algebraische Körper K. 
1. Definition von K. 


Es sei K ein algebraischer Körper zweier unabhängigen Veränderlichen. Wir 
wählen aus Ä zwei voneinander unabhängige Größen x, y. Es sei X vom Relativgrade n 
über dem Körper (xy) der rationalen Funktionen von x, y. Ist dann z eine in bezug auf 
(xy) primitive Größe aus Ä, so besteht eine Gleichung F(x, y, 2) = 0, wo F ein rational 
unzerlegbares Polynom von x, y, z ist, das in z den Grad n hat. 

Der Körper X enthält einen Unterkörper, dessen Funktionen nur von x abhängen. 
Wir bezeichnen ıhn mit Ä, und sein Geschlecht mit p,. X, enthält den Körper (x) der 
rationalen Funktionen von x, kann aber noch andere Funktionen enthalten. Unter A, 
verstehen wir den Unterkörper von Ä, der die Größen enthält, die nur von y abhängen; 
er habe das Geschlecht p,. 


2. Die Stellen des Körpers K'!). 


Eine Stelle 5 des Körpers Ä ist dadurch definiert, daß sich in ihrer Umgebung 
alle Größen aus Ä darstellen lassen als Quotienten zweier gewöhnlichen Potenzreihen 
zweier Hilfsgrößen u, v. Es sind u, v nur Ortsuniformisierende und von Stelle zu Stelle 
verschieden. Sie können als Funktionen aus Ä gewählt werden. Wir können und wollen 
es so einrichten, daß x und y an allen Stellen bestimmte Werte annehmen. Sind a, b 
die Werte, die x, y an der Stelle $ annehmen, so wollen wir x — a mit x’ und y — b mit y' 
bezeichnen, wobei ze —a und y — b bedeuten sollen 1/x und 1/y, wenn a und 5b unendlich 
sind. Es sind dann x’ und y’ an jeder Stelle gewöhnliche Potenzreihen der Ortsuniformi- 
sierenden u, v. Es sind also x und y bei der Definition der Stellen ausgezeichnet, wodurch 
aber die Definition der Stellen keineswegs eindeutig geworden ist. Wir setzen voraus, 
daß die Stellen, für die x = ® oder y =», keine Besonderheit aufweisen, was, wenn 
nötig, durch eine lineare Transformation in x und eine in y% immer zu erreichen ist. 

Die Stellen sind alle gleichberechtigt, so daß an sich keine singulär ist. Wir können 
nur von singulären Stellen in bezug auf x, y sprechen, und zwar nennen wir eine Stelle 5 
dann und nur dann singulär, wenn die Potenzreihen von u, ®, die x’ und y’ in der Um- 
gebung von S darstellen, einen gemeinsamen Teiler haben. 





!) Die Ziffern beziehen sich auf das Literaturverzeichnis am Schluß. 
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3. Primteiler ?). 

Es sei ® ein algebraischer Körper einer Veränderlichen, der zu X in der Beziehung 
steht, daß jeder Größe aus Ä eindeutig eine aus ® entspricht, und zwar so, daß die alge- 
braischen Gleichungen zwischen den Größen aus Ä erhalten bleiben. Wir müssen dabei 
freilich im Körper ® auch die Zahl © zulassen. Den Übergang von X zu ® drücken wir 
dadurch aus, daß wir sagen, wir setzen ® = 0. Wir ordnen dem Körper ® einen Primteiler 
von K zu, den wir auch mit ® bezeichnen, indem wir die Teilbarkeit durch ® in folgender 
Weise definieren. 

Ist R eine Funktion aus X und ist R = 0 für ® = 0, so sagen wir, R ist durch eine 
positive Potenz von ® teilbar. Sind A und 7 zwei Funktionen aus Ä, so ist für B = 0 
der Bruch A/T = 0, = w oder gleich einer von O und & verschiedenen Größe des Körpers 
®. Wir sagen in diesen Fällen, AR ist durch eine höhere, eine niedrigere oder durch dieselbe 
Potenz von ® teilbar wie 7. Es gibt immer Funktionen in X, die durch eine möglichst 
niedrige Potenz von ® teilbar sind. Ist G eine solche Funktion, so gibt es zu jeder Funk- 
tion R aus Ä eine ganze Zahl } derart, daß R/G* für® = O in eine von O0 und & verschie- 
dene Größe des Körpers ® übergeht. Wir sagen dann, AR ist genau durch die A-te Potenz 
von ® teilbar. 

Es sei R eine Funktion aus Ä, die durch die erste Potenz von ® teilbar ist, und 5 
sei eine Stelle von X. Für die Umgebung von $ sei A = G(u, v)/H(u, v), wo G und H 
gewöhnliche Potenzreihen von u, v ohne gemeinsamen Teiler sein sollen. Es seien u und v 
als Funktionen aus ÄX gewählt. Für ® = 0 werden u und v Größen des algebraischen 
Körpers einer Veränderlichen ®. Werden sie also nicht beide zu Konstanten, so besteht 
für P = 0 zwischen ihnen eine unzerlegbare Gleichung g(u, v) =0. Werden G und g 
beide Null für u=v=(, so bezeichnen wir den größten gemeinsamen Teiler von G 
und g mit ®(u, v) und nennen ihn die zugeordnete Funktion von ® für die Stelle $. Sie 
ist nur bis auf eine Einheit als Faktor bestimmt. In der Umgebung von $ ist dann der 
Primteiler ® durch die Gleichung ®(u, v) = 0 gegeben. Wir ergänzen diese Definition in 
folgender Weise. Haben G und g keinen eigentlichen gemeinsamen Teiler, d. h. keinen 
Teiler, der für u = v = 0 verschwindet, oder werden G oder g in S nicht Null, so sei die 
zugeordnete Funktion von ® für die Stelle S gleich 1 gesetzt. 

Wir berücksichtigen im folgenden nur diejenigen Primteiler, die wenigstens an einer 
Stelle eine von 1 verschiedene zugeordnete Funktion haben. Es gilt dann der Satz: 

Jede Funktion des Körpers Ä ist auf eine und nur eine Art in das Produkt einer 
endlichen Zahl von Primteilern zerlegbar. Ist R eine Funktion aus Ä und ist, in Primteiler 
zerlegt, A = BP, -P,, so hat die Darstellung von R in der Umgebung einer Stelle $ 
durch die Hilfsgrößen u, v die Form R = B,(u, v) Bz(u, v) - - -P,(u, v) E, wo P,(u, v) 
die zugeordnete Funktion von ®, für 5 und E eine Einheit ist. 

Ist die zugeordnete Funktion eines Primteilers ® für eine Stelle $ nicht 1, so 
sagen wir, ® geht durch die Stelle S. 


Werden x und y für ® = 0 beide konstant, so nennen wir ® einen Punktprimteiler. 
Wir bezeichnen diese Primteiler i. a. mit ® unter Hinzufügung eines Index. Sind a, b die 
konstanten Werte von x2,y für ® = 0, so soll (a,b) die Projektion von ® heißen und 
einer jeden Stelle, durch die® geht. Ist S eine solche Stelle, so nehmen x, y in $ die Werte 
a,ban und 2 =x—a,y’ =y-—-b sind als Funktionen der Ortsuniformisierenden u, v 
durch ®(u, v) teilbar. Da auch umgekehrt x’ und y’ für ® = 0 beide 0 werden, wenn sie 
als Funktionen von u, v durch ®(u, v) teilbar sind, so folgt nach der am Ende von Nr. 2 
angegebenen Definition: Eine Stelle $ ist dann und nur dann singulär (in bezug auf x, y), 


wenn durch sie mindestens ein Punktprimteiler geht. 
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Werden x und y für ® = 0 nicht beide konstant, so nennen wir ® einen Kurven- 
primteiler; es besteht dann für BP = 0 zwischen ihnen eine unzerlegbare Gleichung 
P(z,y) =0. Den durch diese Gleichung definierten algebraischen Körper einer Ver- 
änderlichen bezeichnen wir mit P und nennen ihn die Projektion von ® (in bezug auf 
x, y). Esist P ein Unterkörper von ® und der Zähler von P(z, y). Den Grad von® in bezug 
auf P nennen wir kurz den Grad von ®%. Ist dieser Grad f, so nennen wir P’ die Norm 
von® und P//(z, y) die Idealnorm von®. Unter der Norm und der Idealnorm eines Punkt- 
primteilers verstehen wir die Zahl 1. 

4. Die Funktionen des Körpers K in der Umgebung eines Kurvenprimteilers ?)*). 

Es sei P(x, y) ein (rational) unzerlegbares Polynom von z,y. Ist P von x unab- 
hängig, so kann P in der Form y — b angenommen werden, und wenn es von y unabhängig 
ist, in der Form 2 —a. Wir setzen voraus, daß P von y abhängig ist. Um den Fall zu 
übersehen, wo P von y unabhängig ist, braucht man nur x mit y zu vertauschen. Es sei 
y = y, eine Lösung von P = 0. Dann läßt sich jede Funktion aus Ä als Potenzreihe dar- 
stellen, die nach ganzen steigenden Potenzen von y —y, oder einer ganzzahligen Wurzel 
aus y — y, fortschreitet und die höchstens eine endliche Zahl von negativen Potenzen 
enthält. Die Koeffizienten sind algebraische Funktionen von x. Sie gehören einem 
Körper an, der der Koeffizientenkörper heißt. Solcher Entwicklungen nach Potenzen 
von y — y, gibt es für jede Funktion eine endliche Zahl. Es genügt, diese Entwicklungen. 
für die primitive Größezzu kennen, da daraus die deranderen Größen aus Ä ohne weiteres 
folgen. 


Es sei 
‘+1 


(1) = y—yı) taw—yı)? +.» 


1 
eine solche Entwicklung. Sie schreite nach steigenden ganzen Potenzen von (y — y,)’ 
fort. Der Koeffizientenkörper dieser Reihe heiße Q. Er ist ein Körper über P, etwa vom 


Relativgrade k. Aus der Entwicklung (1) gehen dann, wenn man sie selbst mitrechnet, 
1 


Ah Entwicklungen hervor, indem man einmal (y — y,)* durch seine A möglichen Werte 
ersetzt und außerdem, unabhängig davon, die Koeffizienten durch ihre k in bezug auf ? 
konjugierten Werte. Diese Ah Entwicklungen brauchen nicht von einander verschieden 
zu sein. Die Zahl der verschiedenen ist ein Vielfaches von A und sei mit Af bezeichnet. 
Es ist fein Teiler von A; ist h = rf, so sind je r der Entwicklungen miteinander identisch, 

Ist r > 1, so gibt es eine algebraische Funktion e von z, die folgendes leistet. Setzen 


wir 
(2) ey—-y)=n, 
und schreiben wir (1) in der Form 
- L 4—1 
(3) ect tn + ie, 


wo die t, Potenzreihen nach ganzen Potenzen von y — yı sein sollen, so ist der Koeffi- 


zientenkörper dieser Reihen ein Körper vom Relativgrade f über P, den wir mit ® bezeich- 
1 


nen. Die Af Reihen, die aus (3) hervorgehen, indem man n* durch seine A Werte und die 
Koeffizienten durch ihre konjugierten ersetzt, sind voneinander verschieden. Entwickelt 
man die Funktionen aus X mit Hilfe von (3) nach Potenzen von n, setzt dann 7 = 0), so 
geht der Körper X in den Körper ® über. Es ist also ® ein Kurvenprimteiler, ? ist seine 
Projektion und f sein Grad. Wir nennen ® einen Verzweigungsteiler von der Verzweigungs- 
ordnung A —1. Die Funktion e kann aus P gewählt werden. 
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Ist Af = n, so gibt es keinen weiteren Primteiler, dessen Projektion P ist. Ist 
)f < n, so gibt es mindestens noch einen. Es gebe etwa noch genau einen, Q; seine Ver- 
zweigungsordnung sei u —1 und sein Grad g. Es ist Af+ ug =n. Der Zähler P von 
P(x,y) ist genau durch PD” teilbar. 

Wir werden die Verzweigungsteiler, wenn sie besonders hervorgehoben werden 
sollen, mit unter Hinzufügung eines Index bezeichnen. Das Produkt aller Verzweigungs- 
teiler, jeden in der Potenz seiner Verzweigungsordnung genommen, bezeichnen wir mit ® 
und nennen es den Kurvenverzweigungsdivisor (in bezug auf x, y). Die Norm von ® 
bezeichnen wir mit W und die Idealnorm mit W(x, y) oder kurz auch mit W. Wir zer- 
legen W in drei Faktoren W,, W,, W,, von denen der erste nur von x, der zweite nur von y 
abhängen soll, während der dritte x und y enthält. Diese Zerlegung übertragen wir auch 
auf. Wir verstehen noch unter w; ein Polynom, das alle Faktoren enthält, die W; hat, 
aber jeden nur in der ersten Potenz, und setzen w = w,w,w,. Ist dann $ eine singuläre 
Stelle und ist (g, h) die Projektion von S, so ist (g, h) eine mehrfache Stelle der Kurve 
u(2,y) =. 

Es sei noch bemerkt, daß man statt nach Potenzen von y — y, auch nach Potenzen 
von P(z, y) entwickeln kann. 

5. Divisoren und Klassen ?). 

Das Produkt irgendwelcher Primteiler heißt Divisor. Unter der zugeordneten Funk- 
tion eines DivisorsQ für eine Stelle $ verstehen wir die Funktion, die entsteht, wenn man 
jeden Primteiler vond durch seine zugeordnete Funktion ersetzt. Wir teilen die Divisoren 
in Klassen, indem wir zwei Divisoren dann und nur dann in dieselbe Klasse aufnehmen, 
wenn ihr Quotient eine Funktion des Körpers ist. Zwei Divisoren Q,,Q0,, die derselben 
Klasse angehören, heißen äquivalent, QO, = Q,. Ein Divisor heißt ganz, wenn er keinen 
Primteiler in negativer Potenz enthält. Die Zahl der ın einer Klasse enthaltenen linear 
unabhängigen ganzen Divisoren ist endlich und heißt die Dimension der Klasse. Wir 
bezeichnen die Klasse eines Divisors Q mit (DO) und ihre Dimension mit {DO}. 

Unter den Klassen heben wir zwei hervor, die Hauptklasse und die Differential- 
oder kanonische Klasse. Die Hauptklasse besteht aus den Funktionen des Körpers. 
Sie enthält also auch den Divisor 1 und kann mit (1) bezeichnet werden. Ihre Dimension 
ist 1, da 1 ihr einziger ganzer Divisor ist. Sind & und n zwei voneinander unabhängige 
Größen aus Ä und ist AR irgendeine von 0 und & verschiedene Größe aus Ä, so ist in der 
Umgebung jeder Stelle $ das Doppeldifferential Rd&dn in der Form Qdudv darstellbar, 
woXQ die zugeordnete Funktion eines durch das Differential eindeutig definierten Divisors 
ist, den wir auch mit O bezeichnen. Alle so definierten Divisoren sind untereinander 
äquivalent, und jeder von ihnen definiert die Differentialklasse. Wir bezeichnen sie mit 
(8). Ihre Dimension wird mit p, bezeichnet und das geometrische Geschlecht von X 
genannt. Es ist p, die Zahl der linear unabhängigen Doppeldifierentiale erster Gattung. 

Im besonderen bezeichnen wir den durch das Differential dxdy bestimmten Divisor 
mit ZLT’M”, wo & und M die Nenner von x und y sind. Es ist dann an jeder Stelle 
dx’dy’ = Bdudv, wo x’, y’ die in Nr. 2 angegebene Bedeutung haben. Ferner unterscheidet 
sich 3 von dem in Nr. 4 definierten Kurvenverzweigungsdivisor W nur durch einen ganzen 
Divisor, der nur aus Punktprimteilern besteht, der aber auch jeden von diesen mindestens 
in der ersten Potenz enthält. Wir schreiben 

da’ dy’ 0X oy 0x oy' 
“ RS Du D0 Do du’ 
Über die Punktprimteiler gilt noch folgendes. Keine Funktion aus K kann nur 


längs Punktprimteilern null oder nur längs solcher unendlich werden. Es gilt sogar: 
17* 
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Wird eine Funktion aus K für einen Punktprimteiler ® null (unendlich), so wird sie 
mindestens längs eines Kurvenprimteilers null (unendlich), der durch mindestens eine der 
Stellen geht, durch die ® geht. Enthält also eine Klasse einen Divisor ®, der nur aus 
Punktprimteilern besteht, so kann sie höchstens ® als ganzen Divisor enthalten. 

6. Zahl der Schnittpunkte zweier Klassen ?). 

Es sei® ein Primteiler. Für ® = 0 geht jeder zu ® teilerfremde Divisor& von K in 
einen Divisor q des Körpers ® über. Da jede Funktion aus Ä in eine Funktion aus ® über- 
geht, so gehen äquivalente Divisoren in äquivalente Divisoren über oder: Alle Divisoren 
der Klasse (Q) gehen in Divisoren der Klasse (q) über. Die Ordnung der Klasse (q) be- 
zeichnen wir mit (Q,®) und nennen sie die Zahl der Schnittpunkte der DivisorenD und 
oder besser der Klassen (O) und (P). Diese Zahl hat auch dann einen bestimmten Sinn, 
wenn der speziell aus (O) gewählte DivisorQ, zu ® nicht teilerfremd ist. Ist T ein weiterer 
Divisor und ist, in Primteiler zerlegt, 


Ei B---%, 


so setzen wir 
(DO, T) nos AO, Pı) + ,(Q, P;) + Sue + (OD, Pr) 


und nennen diese Zahl die Zahl der Schnittpunkte von DO und 7 oder der Klassen (SQ) 
und (Z). Im besonderen heißt (O,Q0) der Grad der Klasse (DO). Für das Symbol (9,T) gilt: 


(9,T) = (,D). 
(5) (D, T) Fr (DO, T), wenn -D, T-T ’ 
(Q, T,2,) = (U, z,) + (Q, T,). 


Von besonderer Wichtigkeit ist es zu wissen, welche Klasse von X für ® = 0 in die 
kanonische Klasse von ® übergeht. Dazu müssen wir erst den Divisor der mehrfachen 
Punkte von ® definieren. Es sei $ eine Stelle durch die ® geht, und Ru, v) sei die zuge- 
ordnete Funktion von ®. Wir bezeichnen mit ds den Divisor der mehrfachen Stellen, 
den die Kurve Bu, v) =0inu = v = O hat, also den Divisor von B, in den 

106% 10% 
du6v  dvou 
für = 0 an der Stelle $S übergeht. Nur für eine endliche Zahl von Stellen $ ist ds von 1 
verschieden. Das Produkt aller dieser Divisioren ds bezeichnen wir mit dg und nennen 
es den Divisor der mehrfachen Stellen von ß. Die Ordnung von dg, die immer gerade ist, 
"bezeichnen wir mit 20%. Es gilt der Satz: 

Sind ($) und (f) die kanonischen Klassen von Ä und ®, so geht die Klasse ( %) 
für B = 0 ın die Klasse (fdg) über. Da die Ordnung von (f) gleich 27 — 2 ist, wenn 
das Geschlecht von ® ist, so gilt weiter: 

Ist z das Geschlecht von ® und 20% die Ordnung des Divisors der mehrfachen 
Stellen von ®, so ist 


(6) 27 — 2 = (PPR) — 20. 
Wir definieren noch das Geschlecht xz(O) einer Klasse (DO) durch 
(7) 2r(D) —2 = (DDR). 


7. Die Divisorenbüschel x = konst. und y = konst. 

Die Nenner von x und y seien und W. Sind a und 5b irgend zwei Konstanten, so 
sind die Zähler von x —a, y —b, die mit 2,,M, bezeichnet seien, ganze Divisoren der 
Klassen (2), (M). Die Divisoren 2, und M, bilden die Divisorenbüschel (2) und (My. Da 
x an jeder Stelle einen bestimmten Wert annimmt, so kann an keiner Stelle gleichzeitig 














©) 


n 
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x — a, und x — a, null sein. Daher können zwei ganze Divisoren aus (2) sich nirgends 
schneiden, so daß (2,2%) =0. Die ganzen Divisoren von (2) gehen daher für 8, = 0 in 
Konstante über oder die Klasse (%) geht in die Hauptklasse des Körpers &, über. Ent- 
sprechendes gilt für die Klasse (M). Da n Werte von z zu jedem Wertepaar x, y gehören, 
so ist die Zahl der Schnittpunkte eines ganzen Divisors aus (2) und eines aus (M) gleich n. 
Es ist also 

(8) (8,2) =- MM) =0, (,M)=n. 

Die Divisoren 2, können sämtlich zerfallen. Da aber ganz allgemein die Divisoren 
einer linearen Schar keine beweglichen mehrfachen Stellen haben können, so sind i. a. 
die Primteiler, in die %, zerfällt, voneinander verschieden, schneiden sich gegenseitig 
nicht und haben keine mehrfachen Stellen. Nur für eine endliche Zahl von Werten a 
kann es anders sein. Es sei a keiner von den Ausnahmewerten und es sei, in Primteiler 
zerlegt, 

La = PP °P 
dann ist zunächst (P,,%ı) = 0 für k+I1. Aber das gilt auch für k =[1. Ist nämlich c eine 
von a verschiedene Konstante, so wird x z. B. längs ®, gleich a und längs %, gleich e, 
so daß ®, und %, sich nicht schneiden können. Es ist also (P,, 2.) = 0, also auch 
(Ba, 2.) = 0, da um %, oder 
(Pa, L.) = (Pa, Tl) + BrPB)+t + (Pa, 7.) = 0, 


woraus in der Tat folgt, daß auch (B,,%,) = 0 ist. 
Das Geschlecht von ®, sei p,. Die Zahlen p, sind alle einander gleich, da die $, 
stetig ineinander übergehen können. Da %;, keine mehrfache Stelle hat, so wird nach 


(6) wegen (Pu, Pı) = 0 


(9) 2% — 2 = (Pu). 
Das virtuelle Geschlecht p von 2, oder das Geschlecht der Klasse (2) definieren wir durch 
(10) BEER IR TE 


Hieraus folgt wegen (5) und (9) 
2p —2= (Bız u Br KH) =) = KR). 
Definieren wir das Geschlecht qg der Klasse (M) analog wie das von (2), so haben wir 
unter Beachtung von (2,2) = (MM) = 0 
(11) 2 —2= (8) = (LL8), 97 —2=- Mi, tt) = MME), 
in Übereinstimmung mit der in Nr. 6 gegebenen Definition des Geschlechtes einer Klasse. 
Wir definieren noch die Jacobischen Divisoren der Büschel (2) und My. Es sei a 
eine Konstante, und zwar ein Ausnahmewert und es sei der Zähler &, von 2 —.a, in 
Primteiler zerlegt, 
2% = BP Wr 
Es ist dann ®,, wenn es kein Punktprimteiler ist, ein Verzweigungsteiler der Verzweigungs- 
ordnung Ax — 1 und genau in der Potenz 4; — 1 in ®, enthalten, da x längs ®, konstant 
ist. Wir bezeichnen den Divisor, der jeden der Primteiler ®, genau in der ersten Potenz 
enthält, mit %, setzen also 
La = PıPa  P- 
Wir setzen noch & = U/&%. Es ist &/ nur für eine endliche Zahl von Werten von a von 1 
verschieden. Das Produkt aller 27 bezeichnen wir mit V’W,, so daß nach dem eben ge- 
sagten ®’ ein ganzer Divisor ist, der nur Punktprimteiler enthält. Da an jeder Stelle 
2 —a= (u, v), so sind Ox’/du und 0x’/0v durch B’W, teilbar. Wir setzen 


(12) or’/du -WW,L, %&/v =VW,L,, 
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Es sind L, und Z, an jeder Stelle, sobald die Darstellung von x’ durch u, v gegeben ist, 
bestimmte gewöhnliche Potenzreihen von u, v. Sie sind aber nicht die zugeordneten 
Funktionen von Divisoren, da sie nicht invariant sind. Aus z’ =, folgt, daß 


(13) L, = 0% Jou, L, = 0%/0v für U =0. 


Bezeichnen wir also den gemeinsamen Divisor, den 0%,/0u und 0%;/0v in dem (zerfallenden) 
Körper einer Veränderlichen %, haben, mit d,., so sind Z, und Z, durch dı. teilbar. Diese 
Betrachtungen können wir für jeden der Ausnahmewerte a anstellen. Das Produkt aller 
so erhaltenen Divisoren dı. bezeichnen wir mit d, und nennen es den Jacobischen Divisor 
des Büschels<2). Es sind dann Z, und Z, durch d, teilbar. 

Dieselben Betrachtungen können wir für das Büschel <M) anstellen und erhalten 
die (12) und (13) entsprechenden Gleichungen 


(14) oy/ou =V’W,M,, oy/ov=VW,M,, 
(15) M, = M/ou, M, = M/ov für MM =0. 


Es sind M, und M, durch den Jacobischen Divisor d, des Büschels <M) teilbar. 
Schließlich ergibt sich noch aus (4), nämlich 
0X oy Mo ,_ 
u du du Du du 9 DD = BB, RB, AR, 
in Verbindung mit (12) und (14), daß ® durch ®’9” teilbar ist, und wenn wir setzen 
Bd =-VV’W”, so wird 
(17) L,M,—L,M, =V’RW,. 


8. Der Körper K(y)°). 

Für manche Untersuchungen ist es praktisch, nach dem Vorgange von Herrn 
E. Picard, die eine der Veränderlichen, etwa y als Parameter zu betrachten. Wir fassen 
dann den Körper Ä als algebraischen Körper der einen unabhängigen Veränderlichen x 
auf, und zwar als einen Körper, der von einem Parameter y abhängt, und bezeichnen 
ihn mit Ä(y). Die Riemannsche Fläche über der x-Ebene, auf der die Funktionen aus 
K(y) eindeutig sind, und deren Gestalt auch von y abhängt, nennen wir R(y). Die Ver- 
zweigungsstellen von R(y) können zum Teil von y unabhängig sein. Diese liegen an den 
Nullstellen von W,(x). Die anderen hängen von y ab und liegen bei den Nullstellen 
von W,;(x, y). Solche Werte von y, für die Verzweigungsstellen von R(y) zusammen- 
fallen, nennen wir singuläre Werte des Parameters y. Es sind das die Werte von y, für 
die w,(x) w,(x,y) als Funktion von x mehrfache Nullstellen hat. Außerdem sind die 
Nullstellen von w,(y) singulär. 

Ist 5 ein Wert von y, so ist der Körper Ä(b) natürlich identisch mit dem früher 
definierten Körper M,. Es kann also Ä(y) für alle Werte von y zerfallen. Zerfällt 
K(y) in s Körper, so zerfällt M, in s Primteiler, die mit diesen Körpern identisch sind. 


Haben diese Körper die Geschlechter g,, 93, - - -, 9, so definieren wir das virtuelle 
Geschlecht z von K(y) durch 
(18) ii Ya dr’ + Fe —1), 


analog der Definition des Geschlechtes von & in Nr. 7. Ist y ein regulärer Wert, so 
ist zz gleich dem in Nr. 7 definierten Geschlecht g der Klasse (M). Geht y in einen der 
singulären Werte über, so können Verzweigungspunkte von AR(y) zusammenfallen und 
das Geschlecht von Ä(y) wird kleiner als 9. Es kann aber auch sein, daß Verzweigungs- 
punkte an übereinander liegende Stellen rücken, ohne sich gegenseitig zu stören. 


5) Bd. I, $. 9, 
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Dann bleibt das Geschlecht qg. Wir rechnen auch wohl diejenigen Werte von y zu den 
singulären, für die einer der Verzweigungspunkte von R(y) nach x = © rückt. 

Wir bestimmen noch den Verzweigungsdivisor, der zu A(y,) gehört, also den zu 
dx’ gehörenden Divisor. Er sei mit 3, bezeichnet. In Primteiler zerlegt, sei 


M,, =VD, .. Ei 
Es ist dann an jeder Stelle $ von X 


(19) y =y—yY =M,(u,v) =D,(u, v)D,(u,v)...D,(u, v) 
und in der Umgebung von 5 ist der Körper Ä(y,) definiert durch 
(20) ya) =d. 


Wir beschränken uns auf den Fall, wo die Primteiler Q, voneinander verschieden sind. 
Es ist dann y — y, kein Teiler von W,(y). 
Es ist im Körper Ä(y,), also für y’ = 0 


' 


’ ' an 2, 5’ ’ ' 
du = wu 4 "PO: Y = lu + = do! — 0 dx’ 


ou 90 du 9v lu 0V 
oder 
„_ gu 
vn a = dj 


Bezeichnen wir also den zu M,, gehörenden Divisor der mehrfachen Stellen mit d und 
mit 3 den Divisor, in den 3 für M,, = 0 übergeht, so haben wir 


(22) 4. 


Ist y, ein regulärer Wert von y, so ist (Nr. 7) d =1. Es geht also dann der Ver- 
zweigungsdivisor von ÄK in bezug auf x, y für y = y, in den Verzweigungsdivisor von 
K(y,) in bezug auf x über. 

Schließlich sei noch bemerkt, daß man im Körper Ä(y) eine Basis für die Viel- 
fachen eines Divisors q rational, d. h. so bestimmen kann, daß man im Körper Ä 
bleibt, wenn nur q selbst rational gegeben ist. Im besonderen kann man eine Basis 
für die ganzen Funktionen und eine Basis für die Vielfachen des Divisors 3! rational 


bestimmen. Daher kann man auch die Integranden erster und zweiter Gattung In 
K(y) auf rationalem Wege finden. 

9. Basen des Körpers K'*). 

Unter einer Basis des Körpers Ä versteht man x Funktionen aus Ä, &,L2...£6,; 
so daß sich jede Funktion R aus Ä in der Form darstellen läßt 


(23) R= 81&ı Fr 8203 x a a Enns 
wo die g rationale Funktionen von xz,y sind. Die Funktionen g sind durch A ein- 
deutig bestimmt. Wir bezeichnen £, auch mit Z,, und die konjugierten Funktionen 
mit 6, ...,&m. Wir erhalten so ein quadratisches System, das wir mit & bezeich- 
nen, und wir wollen unter einer Basis auch wohl ein solches quadratisches System ver- 
stehen. Das Kriterium dafür, daß ein derartiges quadratisches System eine Basis 
ist, ist, daß seine Determinante nicht identisch null ist. Das Quadrat dieser Deter- 
minante gehört dem Körper (xy) an und heißt die Diskriminante des Systems. 

Ist Q ein Divisor von Ä, so nennen wir eine Funktion R aus Ä ein Vielfaches 
von Q, wenn R=06, wo © ein ganzer Divisor ist. Wir nennen ferner eine Funk- 


tion R fast ein Vielfaches von Q, wenn R=QIGAL”M, wo © ein ganzer Divisor 
sein soll und X ein Divisor, der nur Punktprimteiler enthält. 2, M sind wie früher 
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die Nenner von z,y und & und ß ganze Zahlen. Wir nennen dann die Basis £ eine 
Basis für die Vielfachen von Q, wenn eine in der Form (23) dargestellte Funktion R 
dann und nur dann fast ein Vielfaches von DO ist, wenn die g ganze rationale Funk- 
tionen von x,y sind. Zu jedem Divisor DO gibt es eine solche Basis. Ist £ eine Basis 
für die Vielfachen von Q, so ist 


(24) 121° = Wa, y) N@P. 
Es sei im besonderen & eine Basis für die Vielfachen von 1, d.h. für die ganzen 


Funktionen, und n eine Basis für die Vielfachen von 3”'. Es ist IN(8) = W(«, y) 
und daher nach (24) 


(25) E’=-Weay, In’=-iWla,yy". 


Es sei 


G = g181 + 8262 4° + Enön: 
H=hmthnt ‘+ ham. 

Dann ist G dann und nur dann ganz, d.h. es wird nur unendlich für unendliches x oder 
y, wenn die g ganz sind. Auf die Punktprimteiler braucht man keine Rücksicht zu 
; nehmen, da eine Funktion im endlichen nicht nur längs eines Punktprimteilers un- 
endlich werden kann. Ferner wird das Doppeldifferential 7dxdy dann und nur dann 
für endliches x und y höchstens längs Punktprimteilern unendlich, wenn die h ganz 
: sind. Soll 7dxdy ım endlichen überhaupt nicht unendlich werden, so müssen die h 
i.a. noch weiteren Bedingungen genügen, die in linearen Gleichungen zwischen den 
Koeffizienten bestehen. 

Es gilt noch der Satz: Ist 5 ein nicht singulärer Wert von y und geht für 
y = b der Divisor DO in den Divisor q des durch y = 5 definierten Körpers Ä(b) oder 
M, über, so geht eine Basis für die Vielfachen von DO in eine Basis des Körpers M, 
für die Vielfachen von q über. 

10. Defekt einer Klasse. 

Es sei ® ein Primteiler und (DO) eine Klasse. Für B = 0 gehe (DO) in die Klasse 
:(q) über. Jeder ganze Divisor aus (Q) geht in einen ganzen Divisor von (q) über, 
|soweit er nicht etwa durch ® teilbar ist. Aber man braucht auf diese Art nicht jeden 
'ganzen Divisor von (g) aus einem ganzen Divisor von (Q) zu erhalten. Ist & = $'% 
ein ganzer Divisor aus (OO), der durch ® teilbar ist, so ist ©’ ein ganzer Divisor aus 


(OPB”') und umgekehrt. Die Zahl der ganzen Divisoren aus (DO), die für B — 0 linear 


unabhängig bleiben, ist daher {09} — {OP}. Diese Zahl kann also kleiner sein als 
die Dimension {q} der Klasse (q). Wir setzen 


(26) og(Q) = {a} —} + OPT) 
und nennen die so definierte Zahl » den Defekt der Klasse (DO) in bezug auf ®. Diese 
Definition erweitern wir. Zunächst lassen wir zu, daß ® ein ganzer Divisor ist ohne 
mehrfache Primteiler. Denn der Begriff Klasse und der Begriff der Dimension einer 
Klasse läßt sich auf zerfallende Körper ohne weiteres ausdehnen. Es sei ferner T ein 
Divisor, ganz oder nicht, aber die Klasse (T) enthalte mindestens einen ganzen Di- 
visor ohne mehrfache Teiler. Es sei ® ein solcher ganzer Divisor aus (7), und zwar 
einer, der keine Besonderheiten aufweist, also z. B. keinen größeren Divisor der mehr- 
fachen Stellen hat als jeder andere, dann wollen wir unter w&z(O) verstehen wg(Q). 
Diese Zahl ist unabhängig von der besonderen Wahl von ® innerhalb der Klasse (7). 
Denn der Defekt kann sich bei stetiger Änderung von ® nur stetig ändern, solange keine 
Besonderheiten auftreten, kann sich also gar nicht ändern, da er eine ganze Zahl ist. 
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Wir betrachten ein Beispiel. Es sei 5 ein regulärer Wert von y. Den Zähler 
von y—b, also den durch y—b = 0 definierten Körper K(b) bezeichnen wir wieder 


mit M. Es sei ($}) die kanonische Klasse von X, also ge MT”, Wir wollen 


eine Eigenschaft des Defektes der Klasse ($ gt’) — (ZUMT') herleiten. Für 
y = b geht 3 in den Verzweigungsdivisor 5 von M, in bezug auf x über, & in den Nenner 


[ von x und M in 1. Sind © und g ganze Divisoren aus ZUM) und (31°), so 
sind 


u 8 


ge" ze 
Funktionen aus X und K(b), die fast Vielfache sind von 3" und 3". Außerdem wird 


R null für y= o. Es sei wieder n eine Basis für die Vielfachen von 3" und es 
gehe n für y=b in n über, sodaß eine Basis für die Vielfachen von 3=! ist. Da 
unter den Vielfachen von 3" auch die ganzen rationalen Funktionen von x, y vorkommen, 
so können die Funktionen n, so gewählt werden, daß unter ihnen die Zahl 1 vorkommt. 
Es sei etwa 7, =1. Es ıst dann auch 7, =1. Die Funktionen R und r lassen sich 
in der Form darstellen 

(27) R = gt +8 4° + Ems 

(28) r=hmthent + hm 
wo die g Polynome in z,y und diekhinzsind.. Dan, =1 ist, und A für y= © ver- 
schwinden soll, so muß g, identisch null sein. Dagegen braucht A, nicht identisch zu 
verschwinden, sondern kann irgendeine ganze rationale Funktion von x sein, deren 
Grad nicht höher ist als x, wenn x >20. Zu den Funktionen r gehören daher diex +1 
linear unabhängigen Funktionen 1,x,x?,...,2*. Diese Funktionen sind linear unab- 
hängig von allen Funktionen r, bei denen A, null ist, da zwischen den n Funktionen 
N) keine lineare homogene Gleichung besteht mit rationalen Funktionen von x als 


Koeffizienten. Die «+1 ganzen Divisoren 9,,4%:---;,9s+ı der Klasse (31°), die 
durch diese Funktionen r bestimmt sind, sind alle durch 3 teilbar. Da bei den Funk- 
tionen R in der Darstellung (27) g, null ist, so gehen sie für y = b in Funktionen r über, 
bei denen A, null ist, so daß kein AR in eine der Funktionen 1,r,2?,..., 2* übergehen 


kann. Daher kann kein ganzer Divisor der Klasse (ZUM!) — (KL**"M) in einen 
der ganzen Divisoren g, der Klasse (31”) für y = b übergehen. Der Defekt der Klasse 


(KREFM) in bezug auf M, oder M ist also mindestens x +1. Nehmen wir das Er- 
gebnis hinzu, das durch Vertauschen von x mit y entsteht, so haben wir 


oe RLMH) > +1, KA M)2a +1, 
wobei berücksichtigt ist, daß jeder Defekt seiner Definition nach größer oder gleich 
null ist. 

Dies Ergebnis können wir erweitern, wenn der Körper Ä,, der die nur von x 
abhängenden Funktionen umfaßt, nicht der Körper (x) der rationalen Funktionen 
von z ist. Es sei dann n, der Grad und q, der Verzweigungsdivisor von Ä, in bezug 
auf x. Es gehören dann zu den Funktionen r auch die Funktionen, die in Ä, die 
Form g/q,!* haben, wo g ein ganzer Divisor und I der Nenner von x sein soll. Jede 
dieser Funktionen ist, wie jede Funktion aus Ä, gleichzeitig Funktion aus Ä. Sie 
gehört aber nicht zu den Funktionen AR, da diese für y= &© verschwinden, und kann 
auch nicht aus einer der Funktionen R für y = b hervorgehen. Die Anzahl der linear 
unabhängigen dieser Funktionen ergibt sich aus dem Riemann-Rochschen Satz für 
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x 2 —1 zu n,(x +2) + pı —1. Bezeichnen wir noch den Grad von K, in bezug auf 
den Körper (y) der rationalen Funktionen von y mit n,, so haben wir 
ol) Sn +2)+m—1 für B2—1, 
ARM 2a +) +pr 1 fü a >—1. 
Ich gebe noch einige Sätze über den Defekt an, ohne sie hier neu zu beweisen. 
Ist (Q) eine Klasse, so gibt es zwei ganze Zahlen A, und w,, so daß 
(30) rät) = 0 für A> A, AM‘) —-0 für u > u. 
Es sei ® ein Primteiler und es habe sein Divisor der mehrfachen Stellen die 
Ordnung 20. Ist dann (D) irgendeine Klasse, so gibt es eine ganze Zahl »,, so daß 
(31) og(OP) =o für > 9. | 
11. Über die Dimension einer Klasse. 


Es sei (O) irgendeine Klasse und ® ein Primteiler ohne mehrfache Stellen. Das 
Geschlecht z von ® ist dann gegeben durch (Nr. 6, Formel 6) 


(32) 27 —2 = (BP). 
wo ($) die kanonische Klasse von Ä ist. Die Ergänzungsklasse von (O), also die 


Klasse (®Q”') sei mit (O’) bezeichnet. Für ® = 0 mögen die Klassen ($), (P), (DO), (X) 
übergehen in die Klassen (f), (p), (q), (q’) des Körpers ®. Nach Nr. 6 ist (fp) die 
kanonische Klasse von ®, so daß die Klassen (qp) und (gq’) Ergänzungsklassen im 
Körper ® sind. Da die Ordnung von (gqp) gleich (OP, ®) ist, so ergibt sich nach dem 
Riemann-Rochschen Satz unter Benutzung von (32) 


In der Formel (26), Nr. 10, ersetzen wir einmal DO durch OP und dann durch DO’ und 
erhalten, in anderer Anordnung, 


(34) WB} = {O0} + {ap} — oE(QP), 
(35) OR {a} +). 


Sind (T) und (7’) zwei Ergänzungsklassen, so wollen wir als dauernde Abkürzung 
einführen 


(29) 


(36) 2J]=- IS HH HIST). 
Dann erhalten wir aus (34), (35) durch Addition in Verbindung mit (33) 
(37) [DO] = [OP] + og(OP) — vg(O). 


Wir zeigen noch, daß diese Formel auch gilt, wenn ® kein Primteiler ist, sondern 
ein ganzer Divisor ohne mehrfache Primteiler, dessen einzelne Primteiler keine mehr- 
fachen Stellen haben und sich gegenseitig nicht schneiden, so daß also ®B wiederum 
keine mehrfachen Stellen hat. Es sei etwa BP =P,P,...P, und es sei zn, das Ge- 
schlecht von ®,. Esist (B,%,) = 0 für k+#I1. Den Defekt einer Klasse in bezug 
auf ® definieren wir durch (26), Nr. 10, so daß die Gleichungen (34), (35) bestehen 
bleiben. Die Formel für den Riemann-Rochschen Satz bleibt richtig, wenn man unter 
‘ dem Geschlecht des zerfallenden Körpers ® die durch 


(38) a A- mV +m-NV)+t + m—1) 


definierte Zahl »# versteht. Wegen (B,,%,) =0 für k#+[/, besteht für diese Zahl x 
unverändert die Gleichung (32), so daß alle Gleichungen erhalten bleiben, aus denen 
(37) folgt. Im besonderen gilt diese Formel also auch, wenn wir ® durch & oder W 
ersetzen. 
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II. Differentiale. 
1. Definitionen. 
Sind A und B Funktionen aus Ä, so nennen wir 


(39) dI = Adx + Bay 


ein lineares Differential oder auch kurz ein Differential von Ä. Ist die Integrabili- 
tätsbedingung 


(40) -2 


erfüllt, so heißt dJ ein totales oder vollständiges Differential. Zu diesen gehören auch 
die totalen Differentiale der Funktionen des Körpers X. Diese bieten kein besonderes 
Interesse und wir definieren daher: 

Zwei Differentiale d/, und d/, sind kongruent, d/,=d/,, oder ihre Differenz ist 
kongruent 0,d/, —dI/,=0, wenn die Differenz das Differential einer Funktion aus 
K ist. 

Von r Differentialen d/,,d/,,...,d/, sagen wir, sie sind linear abhängig, wenn 
es r Konstante c,, Ca, - . -, Cr gibt, die nicht alle null sind, so daß 


adl, +5dl, + +cdl,=0. 


Unter den Differentialen sind noch diejenigen ausgezeichnet, die von einer der 
Veränderlichen x oder y allein abhängen, die also zu dem Körper Ä, oder K, 
(I, Nr. 1) gehören. Diese sind natürlich immer totale Differentiale. 

Man teilt die totalen Differentiale und ıhre Integrale in drei Gattungen ein. Ein 
Integral heißt von der dritten Gattung, wenn es mindestens längs eines Primteilers 
logarithmisch unendlich wird. In allen anderen Fällen heißt es ein Integral zweiter 
Gattung. Zu diesen rechnet man also i.a. auch die Integrale, die nirgends unendlich 
werden und die Integrale erster Gattung genannt werden. Wir werden auf diese 
Definition noch genauer eingehen. Wir beschränken uns auf Differentiale zweiter Gat- 
tung und werden nur ausnahmsweise von denen dritter Gattung sprechen. Es sind 
also im folgenden immer Differentiale zweiter Gattung gemeint, wenn nicht ausdrück- 
lich etwas anderes gesagt ist. 


2. Miteinander verbundene Funktionen. 

Unsere Aufgabe wird sein, totale Differentiale mit gewissen vorgeschriebenen 
Eigenschaften zu bestimmen. Dabei macht die Erfüllung der Integrabilitätsbedingungen 
besondere Schwierigkeiten. Ist die Funktion A gegeben, so gibt es i.a. keine Funk- 
tion B derart, daß für das Differential (39) die Bedingung (40) erfüllt ist. Gibt es 
aber eine solche Funktion B, so ist sie eindeutig bestimmt bis auf einen Summanden, 
der nur von y abhängt, der also dem Körper A, angehört. Wir wollen jeder Funk- 
tion A eine Funktion B so zuordnen, daß Adx + Bdy ein totales Differential wird, so- 
bald es überhaupt möglich ist, zu A ein derartiges B zu finden. Zu dem Zwecke be- 
stimmen wir im Körper Ä(y), dessen wirkliches Geschlecht jetzt mit g bezeichnet sei, 
2q linear unabhängige Integranden zweiter Gattung R,,R,,...,Ry. Diese können 
wir so wählen, daß sie rational in y sind, daß sie also dem Körper Ä angehören. 
Wir nehmen sie ferner so gewählt an, daß die Differentiale AR,dx höchstens für unend- 
liches x oder y unendlich werden. Später werden wir den R; noch weitere Bedingungen 
auferlegen. Die Haupteigenschaft von 2q linear unabhängigen Integranden zweiter 
Gattung ist: Jeder Integrand zweiter Gattung A aus K(y) läßt sich auf eine und nur 


auf eine Art in der Form darstellen 
18* 
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(41) Amt +0ulat+, 
wo die g rationale Funktionen von y sind. Ist d] = Adx + Bdy ein totales Differen- 
tial, so ist d/, =d/ —dH = A,dx + B,dy ein zu d/ kongruentes Differential, das auch 
total ist, bei dem aber A, aus den A; linear und homogen zusammengesetzt ist mit 
rationalen Funktionen von y als Koeffizienten. Daraus folgt, daß wir alle linear un- 
abhängigen Differentiale erhalten, wenn wir uns auf diejenigen Funktionen A be- 
schränken, die sich in der Form darstellen lassen 


(42) A=gıRh +gR, +: +guRn- 
Im besonderen lassen sich auch die Funktionen OR;/öy in der Form (41) dar- 


stellen. Es sei 


oR 05 
(43) a =(pnR, +ceR, +: +, Ra + : 
Wir bezeichnen das aus rationalen Funktionen von % bestehende quadratische System 
der cu mit c und mit R und $ die aus einer Spalte bestehenden Systeme, die in 
dieser Spalte die A; und die 5; enthalten. Dann können wir die Gleichungen (43) 


in der Form schreiben 

(44) Fe =cR+ - 
Bezeichnen wir ferner mit g ein System mit einer Zeile aus n rationalen Funktionen 
g, von y, so nimmt (42) die Form A=gR an. Wir nennen zwei Funktionen 

(45) A=gR, B=gS, 
die mit demselben g durch vordere Multiplikation aus R und $ entstehen, miteinander 
verbunden. Aus (45) folgt durch Differentiation nach y in Verbindung mit (44) 


A, OR. 08 
year = u re He 


oder, wenn wir noch setzen 


(46) h=g+ge, 
6A ©B 

4 — m 2 

(47) au hR. 


Nehmen wir an, es gibt eine Funktion B,, so daß 0A / 04 = OB,/ ®x, so folgt 
aus (47) 

AB, —B) _ 

0X En 

Da aber die A; linear unabhängige Integranden zweiter Gattung sind, so folgt hieraus, 
daß A=0 und daß B, —B nur von y abhängt. Also: 

Gibt es zu der Funktion A = gAR eine zweite Funktion B, so daß Adx + Bdy ein 
totales Differential ist, so ist bis auf einen nur von y abhängenden Summanden die 
mit A verbundene Funktion B = gS diese Funktion. 

3. Die linearen Differentialgleichungssysteme (E) und (E’)°). 
Aus den Ergebnissen der vorigen Nr. folgt noch: 
Eine Funktion A = gR ist dann und nur dann in einem totalen Differential der 


Faktor von dx, wenn die rationalen Funktionen g, von y dem linearen Differential- 
gleichungssystem 


AR. 








sy Bd. I, S. ff. 
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(48) g’  „.. (E’) 
das wir mit (E’) bezeichnen, genügen. 

Das zu (E’) adjungierte System bezeichnen wir mit (E). Es hat folgende Be- 
deutung. Es sei C eine geschlossene Kurve in der Riemannschen Fläche A(y), 
(I, Nr. 8). Das über C erstreckte Integral von R;dzx sei mit &; bezeichnet und es be- 
deute » das aus der einen Zeile ©,, ®g,....,@2, bestehende System und c das trans- 
ponierte von c. Es sei also » ein System zusammengehöriger Perioden der 2q Integrale 
[Rıdk. Dann folgt aus (44) durch Integration über C und Übergang zu den trans- 
ponierten Systemen 

(49) o' = + we, (E). 

Also: 

Je 24 zusammengehörende Perioden der 2q Integrale [R;dx genügen einem linearen 
Differentialgleichungssystem (E), das zu dem System (E’) adjungiert ist. 

Dieser Satz stammt bis auf die Bedeutung von (£’) von L. Fuchs. Dieser hat auch 
bewiesen, daß die Integrale von (E) sich überall bestimmt verhalten. Es gehören also (FE) 
und (E£’) zur Fuchsschen Klasse. 


Aus unseren Betrachtungen ergibt sich noch: 

Wir erhalten alle linear unabhängigen totalen Differentiale zweiter Gattung, abge- 
sehen von den nur von y abhängigen, also dem Körper Ä, angehörenden, indem wir die 
rationalen Lösungen von (E’) bestimmen. 

Es sei noch angegeben, was erst in einer späteren Arbeit bewiesen werden soll, daß 
aus jeder Lösung eines der Systeme (E) und (E’) auf rationalem Wege eine Lösung des 
anderen gefunden werden kann, so daß die beiden Systeme gleich viel linear unabhängige 
rationale Lösungen haben. 

4. Die Differentiale in der Umgebung eines Kurvenprimteilers. 

Es sei d/= Adx + Bdy ein totales Differential und es seiß ein Kurvenprimteiler und 
P(x, y) seine Idealnorm. (Vgl. I, Nr. 4). Ferner sei y, eine Lösung von P = (0. Wir denken 
uns A und B in der Umgebung von ® nach Potenzen von y — y, entwickelt. Das absolute 
Glied in A sei a und der Faktor von (y — y,)-!in Bseib. Da d/ ein totales Differential ist, 
so erhalten wir / bis auf einen nur von x abhängenden Summanden, indem wir die Reihe 
für B gliedweise nach y integrieren. Der hinzuzufügende Summand ist fadx. Daraus 
folgt, daß sich / in der Umgebung eines Kurvenprimteilers im wesentlichen verhält wie 
eine Funktion des Körpers K. Es läßt sich / auch entwickeln nach steigenden Potenzen 
von y—y, und die Koeffizienten gehören demselben Koeffizientenkörper an, dem die 
Koeffizienten der Entwicklungen der Funktionen des Körpers angehören. Nur zwei 
Unterschiede können vorhanden sein. Einmal braucht das absolute Glied fadx nicht 
dem Koeffizientenkörper anzugehören und dann kann in der Entwicklung ein Logarith- 
mus vorkommen, nämlich blog (y — y,). Aus der Integrabilitätsbedingung folgt, daß b 
konstant sein muß. Denn in 0A/dy kommt die (— 1)-te Potenz von (y — y,) nicht vor 
und in 0B/0x hat sie den Faktor db/dx. Dieser muß also null sein. Es heißt b das Resi- 
duum des Differentials für den Primteiler ß. Wenn wir statt nach Potenzen von y — y, 
nach Potenzen von P(x, y) entwickeln, so tritt im Differential an Stelle von b(y —y,) “dy 


das Glied 5P”'dP und im Integral an Stelle von blog (y — y,) das Glied blog P, wie daraus 
folgt, daß 


dp dy 


— m —_ — y,)d 
D ee yı)dy, 


wo f eine gewöhnliche Potenzreihe von y — y, ist. 
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9. Die Differentiale in der Umgebung eines Punktprimteilers. 

Es sei ein Punktprimteiler und ®(u, v) seine zugeordnete Funktion für eine Stelle, 
durch die er geht. Nach dem Weierstraßschen Vorbereitungssatz können wir ®(u, ») 
als ganze rationale Funktion von v annehmen. Ferner seien u und v als Funktionen aus K 
gewählt, so daß für 8 = 0 zwischen u, v eine rationale irreduzible Gleichung g(u, v) = 0 
besteht. (/, Nr. 3). Es ist Y(u, v) ein Teiler von g. Führen wir in d/ statt x, y die Ver- 
änderlichen u, v ein, so nimmt d/ die Form an 


dI = Udu + Vdv, 


wo U, V gewöhnliche Potenzreihen von u, v sind oder Quotienten solcher. Ist v, eine 
Lösung von ®(u, v) = 0, also auch von g(u, v) = 0, und daher als Potenzreihe von u 
darstellbar, so lassen sich U und V nach steigenden ganzen Potenzen von v — v, ent- 
wickeln. Diese Entwicklungen können höchstens eine endliche Zahl von negativen 
Potenzen enthalten. Die Koeffizienten sind Potenzreihen von u. Wir haben also ganz 
ähnliche Verhältnisse wie in der vorigen Nr., nur daß u, v an Stelle von x, y getreten sind. 
Wir schließen, daß / sich im wesentlichen so nach Potenzen von v — v, entwickeln läßt 
wie U und V. Nur braucht das absolute Glied, das gleich fadu ist, wenn a das absolute 
Glied in der Entwicklung von U ist, keine reine Potenzreihe von u zu sein, sondern kann 
log u enthalten. Und außerdem kann ein Glied blog (v — v,) vorkommen. Der Faktor b 
heißt wieder das Residuum von d/ für® und muß auch hier konstant sein. In Verbindung 
mit der vorigen Nr. haben wir: 

Das Residuum eines totalen Differentials in bezug auf einen Primteiler ist immer kon- 
stant. 

Enthält die Entwicklung von / nach Potenzen von v — v, negative Potenzen oder 
log (v — v,), so wird / für v = v, unendlich. Da aber g(u, v) rational unzerlegbar ist, 
so wird / für g(u, v) = 0 unendlich. Es kann aber g(u, v) als Funktion des Körpers K 
nicht nur längs des Punktprimteilers ® null werden, sondern muß mindestens noch längs 
eines Kurvenprimteilers verschwinden, der durch mindestens eine der Stellen geht, durch 
die ® geht. Daraus folgt: 

Das Integral / eines totalen Differentials dJ/ = Adx + Bdy kann längs eines Punkt- 
primteilers nur (algebraisch oder logarıthmisch) unendlich werden, wenn es gleichzeitig 
mindestens längs eines Kurvenprimteilers unendlich wird, der durch mindestens eine der 
Stellen geht, durch die der Punktprimteiler geht. Und das Integral muß längs eines solchen 
Kurvenprimteilers logarıthmisch unendlich werden, wenn es längs des Punktprimteilers 
in dieser Art unendlich wird. 

Dieser Satz ist besonders wichtig bei der Bestimmung der Integrale erster Gattung. 
Denn er zeigt, daß man sich dabei um die Punktprimteiler gar nicht zu kümmern braucht. 
Wird das Integral längs keines Kurvenprimteilers unendlich, so wird es ganz von selbst 
auch längs keines Punktprimteilers unendlich. 

Integrale, die in irgendeiner ihrer Entwicklungen einen Logarithmus enthalten, 
heißen, wie schon oben angegeben, von dritter Gattung, die anderen von zweiter Gattung. 
Im folgenden beschränken wir uns auf die Integrale zweiter Gattung. 

6. Die Differentiale in der Umgebung einer Stelle. 

Es sei wieder d/ = Adx + Bdy ein Differential, nicht notwendig ein totales. Es 
sei 5 eine Stelle des Körpers X. Führen wir statt x, y die Veränderlichen u, v ein, so 
erhalten wir 


(50) dI = Adx + Bdy = Udu + Vdv, 
wie in der vorigen Nr. Es ist 
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4% oYy REP... oy 

(51) Ü=A u trPa: Vai „,tP,, 

woraus unter Berücksichtigung von (I, Nr. 5), nämlich 
0 oy 02 MY _ „a-2m-2 

(52) ou dv mau mM, 

folgt 
2m a _ oy oY ‘ -2m-2n _ 0x ‚0x 
(53) ZLETM u Te "T ZUM ee An 


Nehmen x und y in 5 die Werte a und b an, so setzen wir wie in /, Nr. 22 —a =, 
y—b=y'. Esist dann, da für unendliches a und 5 unter x — a und y — b zu verstehen 
ist 1/x und 1/y, 


0x _. Or 0X 0X 0 0y  0y _2 0y' 

BEE no ai Be Eee 

(54) ou x ou’ x ev’ Qu AR cu’ MW u. ov 
Damit wird aus (53) 

Er  j oy' “Pr ‚0x ‚0x 
(55) 8% ie A > 3MTB=—UÜ tra 
Aus (51) ergibt sich noch 

0A oB oU  0V 

(56) (3 — -.) da dy u ;,, )du dv. 


Sind 
dl, = A,dx + B,dy = U,du + V,dv, dI, = A,dx + B,dy = U,du + V,dv 
zwei Differentiale, so folgt aus den zu (51) analogen Gleichungen 

(57) (A, B, — A,B,)dxdy = (U,V, — U,V,)dudv. 

7. Differentiale erster Gattung ®). 

Soll das Differential d/ in (50) ein Differential erster Gattung sein, so ist dazu, 
neben der Integrabilitätsbedingung notwendig und hinreichend, daß an jeder Stelle U 
und V gewöhnliche Potenzreihen von u, v sind. In Verbindung mit den Formeln in /, 
Nr. 7 ergibt sich aus (55): 

Damit das Differential d/ = Adx + Bdy von der ersten Gattung ist, ist notwendig, 
daß A und B die Form haben 


AT? BM? 
98 = een 
( ) A VID W, $) IWW, ’ 
wo W und ® ganze Divisoren sind. In der Umgebung einer Stelle $ haben V und B die 
Darstellung 


(59) Y=UM,—-VM, B8=-UL,+VL, 
woraus noch folgt, daß W durch den Jacobischen Divisor der Schar <M) und B durch 
den der Schar (2) teilbar sein muß. 

Sind diese Bedingungen erfüllt, so folgt zunächst, daß d/ an jeder Stelle die Dar- 
stellung (50) hat, wo U und V gewöhnliche Potenzreihen von u, v sind, so daß d/ ein 


Differential erster Gattung ist, wenn die Integrabilitätsbedingung erfüllt ist. Ferner folgt 
aus (56), daß 


(60) SS& _ =) dedy 


ein Doppelintegral erster Gattung ist, da es an jeder Stelle die Form f[ [&(u, v)dudv hat, 
wo © eine gewöhnliche Potenzreihe von u, v ist. Nach einem Satze von E. Picard kann 
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man die Perioden eines Doppelintegrals alle auf folgende Art erhalten. Man wähle in der 
x- und y-Ebene je eine geschlossene Kurve C, und C,. Dann integriere man erst über C, 
bei konstantem y und dann über C,, bei konstantem x. Oder umgekehrt erst über C, und 
dann über C,. Daher sind die Perioden eines Integrals der Form (60) sämtlich null. 
Man sollte meinen, daß ein derartiges Integral erster Gattung konstant, sein Differential 
also identisch null ist. Es ist aber bisher nicht gelungen, das zu beweisen. Es würde dann 
aus den angegebenen notwendigen Bedingungen folgen, daß dJ ein vollständiges Differen- 
tial ist, daß also die Bedingungen auch hinreichend sind. Gibt es Integrale erster Gattung 
der Form (60), die nicht konstant sind, so ist die Zahl der linear unabhängigen eine neue 
Invariante des Körpers Ä, worauf Severi aufmerksam gemacht hat. Severi nennt Differen- 
tiale, die den oben angegebenen Bedingungen genügen, halbtotal (semiesatti). 

Unentschieden muß ich lassen, ob nicht vielleicht schon aus der Bedingung, daß W 
durch den Jacobischen Divisor von M) und ® durch den von (£) teilbar ist, folgt, daß 
W und B in der Form (59) darstellbar sind, und zwar mit oder ohne die weitere Bedingung, 
daß A und B miteinander verbundene Funktionen sind. (II, Nr. 2). 

Aus (57) folgt noch: Sind d/, = A,dx + B,dy, dI, = A,dı + B,dy zwei Differen- 
tiale erster Gattung, von denen das eine nicht eine Funktion des anderen ist, so daß also 
A,B, — A,B, nicht identisch null ist, so ist 

(AB; — A,B,) dedy 


ein Doppelintegral erster Gattung. 


8. Über die Berechnung der Differentiale erster Gattung. 1. 

Die Integranden zweiter Gattung R des Körpers Ä(y), (I, Nr. 8; II, Nr. 2), seien 
so gewählt, daß die ersten g von der ersten Gattung sind. Wir beschäftigen uns zunächst 
nur mit diesen g Funktionen AR,, R,,... R,. Sie sind für nicht speziell gewähltes y linear 
unabhängig, so daß es höchstens eine endliche Zahl von Werten y gıbt, für die sie linear 
abhängig werden. Ebenso kann es nur eine endliche Zahl von Konstanten geben, so daß 
eine oder mehrere der Funktionen R unendlich wird, wenn man y gleich einer dieser Kon- 
stanten setzt. Wir zeigen, daß man durch lineare Transformation aus den A; neue g Funk- 
tionen herleiten kann, die weder unendlich werden, wenn man y gleich einer endlichen 
Konstanten setzt, noch auch linear abhängig in gleich anzugebendem Sinne. 


Zunächst können wir durch Multiplikation mit ganzen rationalen Funktionen von 
y erreichen, daß keine der Funktionen mehr unendlich wird, wenn man y gleich einer 
endlichen Konstanten setzt. Ferner sei b eine solche Konstante, daß für y = b die neuen 
Funktionen A; linear abhängig werden, was bedeuten soll, daß es Konstante c; gibt, so daß 


GR, +&R, +: +GR, 
durch y — b teilbar ist. Wir setzen 
(61) «RR +oR+:+4R,=(y—b)R. 

Ist etwa c, von null verschieden, so ersetzen wir R, durch R’. Aus (61) folgt, daß dadurch 
für andere Werte von y nichts verdorben wird. Fahren wir in dieser Weise fort, so müssen 
wir nach einer endlichen Zahl von Schritten zu g Funktionen R kommen, die für y = b 
in dem oben angegebenen Sinne linear unabhängig sind. Denn da bei jedem Schritt 
mit y — 5b dividiert wird, würden wir sonst zu Funktionen kommen, die für unendliches % 
von beliebig hoher Ordnung null würden, während die Zahl ihrer Unendlichkeitsstellen 
und die Ordnung ihres Unendlichwerdens beschränkt ist. Wir wollen und können daher 


annehmen, daß die g Funktionen AR für jeden endlichen Wert von y linear unabhängig sind. 
Ist dann d ein regulärer endlicher Wert von y, d. h. hat der Körper Ä(b) das Geschlecht g, 








N 
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so gehen für y = b die Funktionen A in g linear unabhängige Integranden erster Gattung 
des Körpers Ä(b) über. 

Zur Abkürzung sei gesetzt 

(62) IH FU WU = V/V’WN,. 
Die R haben jetzt die Form 

G, LM 

63 R, = —  — 
(63) = 
wo G; und 3; ganze Divisoren sind, von denen der letzte nur Punktprimteiler enthält, 


und wo die o; ganze positive oder negative Zahlen oder null sind. Außerdem ist die 
Funktion 


I 


(64) A=gRh+gR+''' +gR 
dann und nur dann fast ein Vielfaches von 3; '&”, wenn die g ganze rationale Funktionen 
von y Sind. 


Wenn d/ = Adx + Bdy ein Differential erster Gattung ist, so muß das Differential 
Adx, in das d/ für konstantes y übergeht, ein Differential erster Gattung des Körpers 
K(y) sein. Daher muß A die Form (64) haben. Und die g müssen ganz sein, da nach (58) 


A ein Vielfaches von 3 ""&”sein muß. Aber wegen der Punktprimteiler, die in den Nennern 
der R außer den in 3, enthaltenen auftreten können, genügt das nicht. Wir führen daher 
wieder durch eine lineare Transformation neue q Funktionen A ein. 

Die Zahl h sei so beschaffen, daß der Zähler M, von y — h durch mindestens einen 
Punktprimteiler teilbar ist oder einen Beitrag zu dem Jacobischen Divisor d, (I, Nr. 7) 
der Schar <M) liefert. Das Produkt der in M, enthaltenen Punktprimteiler sei mit ®, 
und der Beitrag von M, zu d, mit d, bezeichnet. Unter den Funktionen der Form 


GR, +oR; + +GR, 
mit konstanten Faktoren c seien genau & linear unabhängige, deren Nenner, abgesehen 
von 3,, keinen in ®, enthaltenen Punktprimteiler enthält und deren Zähler durch Dd, 
teilbar ist. Durch eine lineare Transformation mit konstanten Koeffizienten können wir 
erreichen, daß die ersten x der Funktionen AR derartige Funktionen sind. Soll dann das 


durch (64) gegebene A nur den Nenner 3, haben und einen durch d, teilbaren Zähler, so 
ist notwendig, daß g, „ 8449 +, 8, durch y — h teilbar sind. Wir multiplizieren daher 


die letzten g— a Funktionen A, mit y— h und bezeichnen die Produkte wieder mit 
Rarı, Ra+2, : » -, Ro: 

Diese g —& Funktionen behandeln wir in derselben Weise wie die g Funktionen A, 
von denen wir ausgegangen sind. So fahren wir fort, bis wir g Funktionen R haben mit 
folgender Eigenschaft: Die durch (64) gegebene Funktion A hat dann und nur dann, 
abgesehen von in ®, nicht enthaltenen Punktprimteilern, nur den Nenner 3, und einen 
durch d, teilbaren Zähler, wenn die Koeffizienten für y = h endlich bleiben. 

Derartige Werte von y wie der hier betrachtete Ak gibt es nur in endlicher Zahl. 
Berücksichtigen wir sie alle in derselben Weise, so erhalten wir qg Funktionen R von 
folgender Art: 


Es ist 
2m®%k 
GE 
dı 
wo ©; ein ganzer Divisor und o; eine ganze Zahl ist. Ferner hat die Funktion 
(65) A=gR+gR+''' +8F, 
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dann und nur dann nur. den Nenner 3, und einen durch den Jacobischen Divisor der 
Schar <M) teilbaren Zähler, wenn die g ganze rationale Funktionen von y sind. 

Wir betrachten jetzt die R für unendliches y. Wir hatten angenommen, daß die 
Werte 2 = », y = ® keine Besonderheiten aufweisen. Daher lassen sich die R in der 
Umgebung von y = & nach ganzen fallenden Potenzen von y entwickeln. Das Anfangs- 
glied von AR; sei rzy”% und die A seien so geordnet, daß die o; eine nicht abnehmende 
Reihe bilden. Sind die r; linear unabhängig, so sind wir zufrieden. Besteht aber eine 
Gleichung 

(66) Gr + Cr +‘ + = 0 
mit konstanten c, so setzen wir, wenn c, der erste von null verschiedene Koeffizient ist, 


R; un („R; + yetıT ao ,1Rarı + en + yYıT%c,R, 


und ersetzen A, durch AR}. Wegen (66) wird AR, füry = von kleinerer Ordnung unendlich 
als R.. Dies Verfahren setzen wir fort, bis wir zu g Funktionen R; gekommen sind, deren 
Anfangskoeffizienten r; linear unabhängig sind. Das Verfahren muß zum Ziel führen, 
da wir sonst zu Funktionen kommen würden, die für unendliches y von beliebig hoher 
Ordnung null werden, während die Zahl ihrer Unendlichkeitsstellen und die Ordnung 
ihres Unendlichwerdens an diesen beschränkt ist. Die Koeffizienten r; sind dann g linear 
unabhängige Integranden erster Gattung im Körper Ä(o0), dessen Geschlecht g ist. 

Die qg Funktionen AR haben jetzt noch die Eigenschaft: Soll die durch (65) gegebene 
Funktion A die Form (58), (II, Nr. 7), haben, soll also A für unendliches y nicht unendlich 
werden, so ist dazu notwendig und hinreichend, daß g, höchstens vom Grade o; ist. 

9. Ein Satz über totale Differentiale erster Gattung’). 

Wir können jetzt folgenden einfachen, aber später wichtig werdenden Satz be- 
weisen: 

Ist Adx + Bdy ein totales Differential erster Gattung, so kann A nicht für y = A 
identisch null werden, wenn Ah ein regulärer Wert von y ist. Das gilt auch für h = =. 

Es sei zunächst A endlich. Füry = h möge R; übergehen in r;. Die r; sind dann nach 
der vorigen Nr. q linear unabhängige Integranden erster Gattung des Körpers Ä(kh). 
Nun sei, nach Potenzen von y — h entwickelt, 


A=ay—h) +::-. 
Da A die Form (65) hat, so folgt, daß sich der Anfangskoeffizient a in der Form dar- 
stellen läßt 

(67) a=Cıf Cr ++ le 
wo die c konstant sind. Es ist also a ein Integrand erster Gattung des Körpers Ä(h). 
Ist 5 der Anfangskoeffizient in der Entwicklung von B nach Potenzen von y — h, so folgt 
aus der Integrabilitätsbedingung 
db 
de 
und es würde, wenn & nicht gleich null ist, das Integral erster Gattung fadx eine alge- 
braische Funktion von x sein, was nicht möglich ist. Daher ist x = 0. 

Ist h unendlich, so seien ay*, by*-!, rzy=* in der Umgebung von y = &© die An- 
fangsglieder in den Entwicklungen von A, B und R;. Es sind dann die r; wieder g linear 
unabhängige Integranden erster Gattung von Ä(h) = K(w). Ferner besteht wieder eine 
Darstellung der Form (67) und die Gleichung (68), so daß auch jetzt folgt, daß x = (0. 

Ist h ein singulärer Wert von y, so kann A füry = h sehr wohl identisch null werden. 
Ist nämlich d/ = Adx + Bdy ein Differential erster Gattung, so wird es an keiner Stelle 


(68) aa 
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unendlich bei unabhängiger Veränderlichkeit von x, y und also auch nicht, wenn man 
eine Beziehung zwischen x und y herstellt. Ist also ® ein Primteiler, so geht d/ für® = 0 
in ein Differential erster Gattung des Körpers ® über oder es wird dJ identisch null. Für 
y = h geht d/ in Adx über und es ist daher Adx für y = h ein Differential erster Gattung 
des Körpers Ä(h), sofern nicht etwa A identisch null wird für y = h. Ist im besonderen 
das Geschlecht von Ä(h) gleich null, so muß A identisch verschwinden. 


10. Über die Berechnung der Differentiale erster Gattung, II. 


Soll für das Differential d/= Adx + Bdy die Integrabilitätsbedingung erfüllt 
werden, so hat man, wie wir in II, Nr. 2 gesehen haben, für B die mit A verbundene 
Funktion zu wählen. Die 2g Funktionen AR; seien so gewählt, daß die ersten g die in II, 
Nr. 8 bestimmten Funktionen sind. Damit d/ von der ersten Gattung sein kann, muß A 
die Form (65) haben. Wir setzen daher 


A=gR,+8R;+ +8 R, 
B=gSı +89 ++ 8095, 


so daß A und B miteinander verbundene Funktionen sind. Wir wissen, daß die g ganze 
rationale Funktionen von y sein müssen und daß der Grad von g; höchstens gleich o, 
sein darf. Außerdem wissen wir, daß A für y = w nicht identisch verschwinden darf, 
sondern daß Adx in ein wirkliches Differential erster Gattung des Körpers K(&) über- 
gehen muß. Damit sind die g noch nicht bestimmt. Es müssen aber die g dem Differen- 
tialgleichungssystem EZ’, (II, Nr. 3), genügen. Da hier die letzten g Funktionen g null 
sind, so zerfällt Z’ in zwei Teilsysteme von je g Gleichungen. Die zweiten g Gleichungen 
enthalten keinen Differentialquotienten und sind lineare homogene Gleichungen für die g 
mit rationalen Funktionen von y als Koeffizienten. Die ersten qg Gleichungen bilden ein 
lineares homogenes Differentialgleichungssystem für dieg. Da man weiß, daß die g ganze 
rationale Funktionen von y sind und man außerdem den Grad kennt, den sie höchstens 
annehmen können, so führt die Bestimmung der g auf lineare Gleichungen für ihre Koeffi- 
zienten. 

Es seien g,, 83, - - -, g, ganze rationale Funktionen von y, die den Gleichungen E’ 
genügen und der Grad von g; sei höchstens o,. Bestimmen wir dann A und B aus (69), 
so ist d/ ein vollständiges Differential und A hat die Form (58). Es fragt sich, ob auch 
B die in (58) angegebene Form hat, ob also d/ von der ersten Gattung ist. Wir werden 
später sehen, daß das tatsächlich der Fall ist. 

11. Differentiale zweiter Gattung. 

Um alle linear unabhängigen Differentiale zweiter Gattung d/ = Adx + Bdy zu 
erhalten, genügt es, (II, Nr. 2), wenn wir setzen 
A=gR+tgeR+ + 82, Rz,» 

B=gSIı +8 9%2+°' + 82, 824» 

wo die g rationale Funktionen von y sind. Damit d/ ein totales Differential wird, ist not- 
wendig und hinreichend, daß die g den Gleichungen E’ genügen. Die R sind Integranden 
zweiter Gattung des Körpers K(y). Sie sind in dem Sinne linear unabhängig, daß keine 
Gleichung von der Form besteht 


(70) 


oT 
(71) hRıthRt+ + f,R., a’ 
wo die f rationale Funktionen von y sind. Durch lineare Transformationen wie in II, 


Nr. 8 können wir erreichen, daß die R folgende Eigenschaften haben. 


1. Es hat AR; die Form 
19* 
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ig: 3, LM 
wo @, ein durch den Jacobischen Divisor von (WM) teilbarer ganzer Divisor ist und wo o, 
und o, ganze Zahlen sind. 

2. Die R sind für jeden endlichen regulären Wert kh von y linear unabhängig im 
engeren Sinne, d. h. es gibt keine Konstanten c, so daß 


GR, E= („Rz + we + ,R:, 


(72) R: 





durch y — h teilbar ist. 

Dagegen ist es wohl denkbar, daß für einen endlichen regulären Wert h von y die 
R in weiterem Sinne linear abhängig werden. Das soll bedeuten: Geht AR; füry= hinr, 
über, so besteht für konstante c eine Gleichung der Form 


ot 
(73) antarnmt ta, = 


wo t eine algebraische Funktion von z ist. Da eine Identiät der Form (71) nicht besteht, 
so kann eine Gleichung der Form (73) nur für eine endliche Anzahl von Werten von y 
bestehen. Wir wollen diese Werte zusammen mit den singulären Werten von y die Aus- 
nahmewerte nennen. Es sei jetzt h, irgendein Wert von y, der nicht Ausnahmewert ist. 
Wir bringen dann durch eine lineare Transformation h, nach &, während der Punkt & 
etwa nach 5 übergehe. Wir multiplizieren dann noch die R mit solchen Potenzen von 
y—b, daß sie grade eben nicht mehr unendlich werden für y = 5 und auch nicht null. 
Der Vorsicht halber rechnen wir den Wert b auch zu den Ausnahmewerten von y. Die R 
haben dann folgende weitere Eigenschaft: 


3. Ist in der Umgebung von y = » der Koeffizient des Anfangsgliedes der Ent- 
wicklung von A; nach fallenden Potenzen von y gleich r;, oder ist h kein Ausnahmewert 
von y und geht R; für y = hin r; über, so sind die r; Integranden zweiter Gattung des 
Körpers Ä(y) und sie sind linear unabhängig, d. h. es besteht keine Gleichung der Form 
(73). 

Hieraus folgt: 


Ist d/ = Adx + Bdy ein totales Differential und ist A von der Form (70), so kann 
A für y = h weder null noch unendlich werden, wenn h kein Ausnahmewert ist. Das 
gilt auch für A= =. 


Es sei nämlich in der Entwicklung von A nach Potenzen von y — h das Anfangs- 
glied a(y — h)*. Dann ist, wenn die r; dieselbe Bedeutung haben wie in der Eigenschaft 3. 
der A, 


a = CıTı E= Coafa E= Ver + C2472 3 
wo die c konstant sind. Aus der Integrabilitätsbedingung ergibt sich aber eine Gleichung 
der Form xa = 6t/dx und es würde also eine Gleichung der Form (73) bestehen, wenn & 
nicht null ist. Daher ist, wie behauptet, & = 0. 


Daraus ergibt sich, daß die g höchstens für Ausnahmewerte von y unendlich werden 
können. 


Ferner folgt: 

Nur die Ausnahmewerte von y können singulär für das Differentialgleichungs- 
system E’ sein. 

Es werde z. B. in dem Koeffizientensystem c von E’ mindestens ein cu der ersten 
Zeile für y = h unendlich und es sei, nach steigenden Potenzen von y— h entwickelt, 
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w=ay—h)"+:-- 


wo & > 0 und die c; nicht alle null sind. Multiplizieren wir dann die erste der Gleichungen 
(43) mit (y — h)” und setzen y = h, so ergibt sich eine Gleichung der Form (73), woraus 
folgt, daß h ein Ausnahmewert ist. 

Wir haben also: 

Die linear unabhängigen totalen Differentiale zweiter Gattung lassen sich so wählen, 
daß sie nur unendlich werden für unendliches x und y und für Kurvenprimteiler mit einer 
Idealnorm y —h, wo h ein Ausnahmewert ist, und vielleicht noch für Punktprimteiler. 


12. Ein Hilfssatz. 


1. Es seien 
w,(2), wa(X), - - -, Wr(X) 
r ganze rationale Funktionen von z, 
u 
irgendwelche endliche Zahlen und 
Per FR > 


ganze positive Zahlen, dann kann man eine ganze rationale Funktion C(x,y) von x 
so bestimmen, daß 


C(z,y) =wı(z) mod (y — hı)* 
für k=12..,F. 
Wir setzen 


Iy) = Wh)" y—h)"...(y— hr)” 
/(y) 
hy) = z 
i (y— hr) * 
und bestimmen r ganze rationale Funktionen f;(y) von y so, daß 


k(y)l(y) =1 mod (y — h,)*. 


Man kann für f, die Summe der ersten x; Glieder der Entwicklung des reziproken Wertes 
von f, nach steigenden Potenzen von y — h; wählen. Setzen wir dann 


(74) Ca, y) = Eh) Rly) ua) + Cola, y)lW), 


wo C, irgendein Polynom von x, y ist, so hat C die verlangte Eigenschaft. 

2. Es sei weiter w’(x) eine ganze rationale Funktion von x und w’”’(y) eine solche 
von y. Außerdem seien & und £ zwei ganze positive Zahlen. Dann können wir von C(z, y) 
weiter noch verlangen, daß in der Umgebung von x = & 





Ca, y) = w’(y) Hy) « mod 2’”* 
und in der Umgebung von y = © 
Cl, y) = w'(a) fy) y* mod yr=?, 


wobei A und u beliebig groß gewählt werden können. 
Um dies zu erreichen, brauchen wir in (74) nur zu wählen 


Colz, y) = wly)ar + wlr)y" 
und A und u genügend groß anzunehmen. 
13. Noch ein Hilfssatz. 


Es sei h ein endlicher Wert von y. Zunächst sei y — h nicht Projektion eines Ver- 
zweigungsprimteilers, so daß y — h nicht Faktor von W,(y) (I, Nr. 4), ist. Dann läßt 











150 Jung, Algebraische Funktionen von zwei Veränderlichen. 


sich jede Funktion aus Ä nach ganzen Potenzen von y — h entwickeln. Für eine Funk- 
tıon A sei diese Entwicklung 

(75) R=n+ny—h)+r(y—h)”+---. 
Die Koeffizienten sind Funktionen des Körpers M,. Ersetzen wir sie durch ihre kon- 
jugierten, so erhalten wir im ganzen n Reihenentwicklungen, die für R und die dazu 
konjugierten Funktionen gelten. Wir wollen eine Matrix, die in einer Spalte n konjugierte 
Funktionen von M;, enthält, kurz eine Funktionenmatrix von M, nennen. Ferner wollen 
wir unter einem Koeffizienten r; nicht nur die eine Funktion r; verstehen, sondern die 
Koeffizientenmatrix, in der r; das erste Element ist. Wir verstehen noch unter R die 
Matrix, die in einer Spalte A mit seinen konjugierten enthält. Die Gleichung (75) ist dann 
als Gleichung zwischen Systemen aufzufassen. In derselben Weise sind hier weitere 
derartige Gleichungen zu verstehen. 

1. Es seien cy, € - - - &-ı Funktionenmatrizen von M,. Dann gibt es eine ganze 
rationale Funktion (x) von x und eine Funktion 7 aus XK, so daß 


7) H=o+ay—h)+:+@-1y—h)"", mod y—h)”, 
und daß w(x) H eine ganze Funktion ist. Dabei soll y — h nicht Idealnorm eines Ver- 


zweigungsprimteilers sein. 
Es sei & eine Basis für die ganzen Funktionen aus Ä. (I, Nr. 9). Es ist 


(77) = Wa, y) = We) Wily) Wie, Y). 
In der Umgebung von y = Ah sei 
(78) Ee=o +ay—h)tely—h)’+-,, 


wo die e, Funktionenmatrizen von M, mit n Spalten sind. Da y — Ah nicht Faktor von 
W,(y) ist, so folgt aus (77) und (78), daß die Determinante von e, nicht identisch null ist, 
so daß das zu e, reziproke System e’ existiert. Es ist e’ keine Funktionenmatrix, wohl 
aber das transponierte System e’ von e’. Es sei g eine Matrix, die in einer Spalte rationale 
Funktionen von x, y enthält, und zwar seien die Elemente von g in y ganz. In der Um- 
gebung von y = Ah sei 

(79) eo tay—h)+ +, W hi". 

Wir setzen H = &g. Soll H die Eigenschaft (76) haben, so ergeben sich in Verbindung 
mit (78) und (79) die Gleichungen 
eo80 = Cu E8ı + ei = Cm Ho) Fra. rt tr &-180 > Si: 

Aus der ersten dieser Gleichungen findet man durch vordere Multiplikation mit e’ die 
Matrix g, und aus den folgenden Gleichungen erhält man der Reihe nach, und zwar auch 
durch vordere Multiplikationen mit e’,g,8%»---,8,_,. Pain e’ die Zeilen und in c, und 
e; die Spalten zueinander konjugierte Funktionen enthalten, so sind in den Produkten 
€’ Cr, ee, die Elemente Summen konjugierter Funktionen und daher rational in x. Es sind 
daher die Elemente von g rationale Funktionen von x, y und in y ganz. Also wird H eine 
Funktion aus Ä und sie genügt der Bedingung (76). Damit auch die zweite Eigenschaft 
vorhanden ist, brauchen wir unter w(xz) nur den Hauptnenner der Elemente von g zu 
verstehen. 

Es sei jetzt y — h die Projektion mindestens eines Verzweigungsprimteilers, etwa, 
um einen bestimmten Fall vor Augen zu haben, der beiden Primteiler P,,®,. Es habe 
T; die Verzweigungsordnung 4; —1 und den Grad fi. Eine der Zahlen A; kann auch 1 
sein. Weitere Kurvenprimteiler enthalte der Zähler M, von y—h nicht, so daß 
Aıfı + Agfa = n. Eine Funktion aus Ä hat dann in der Umgebung von y = Ah eine Ent- 
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1 
wicklung nach steigenden Potenzen von (y—h)* und eine zweite nach steigenden 
1 


Potenzen von (y — h)h und die aus diesen hervorgehenden konjugierten. Diese Ent- 

wicklungen können wir in folgender Weise schreiben. (I, Nr. 4). Sind ö,, ö, passend 

gewählte algebraische Funktionen von x und zwar ö, aus ®,, so setzen wir 
s,ly—h)en, y—hAh)=n 

und haben dann für eine Funktion AR aus Ä etwa die Entwicklungen 


1 I, —1 
(80) R —— T, + T,nf + re + T,n, 4ı \ 
1 1,—1 


Hierin sind die 7T und 7’ Potenzreihen, die nur ganze Potenzen von y — h enthalten. 
Aus der ersten dieser Entwicklungen erhalten wir zunächst dadurch A, — 1 konjugierte, 
daß wir die A,-te Wurzel aus n, durch ihre anderen Werte ersetzen. In den Reihen 7 von 
y—h sind die Koeffizienten Funktionen des Körpers ®,, der vom Grade f, über dem 
Körper (x) der rationalen Funktionen von x ist. Ersetzen wir die Koeffizienten durch 
ihre konjugierten in bezug auf (x), so erhalten wir zu jeder Reihe 7 noch f, —1 kon- 
jugierte. Auf diese Weise erhalten wir zu jeder der A, bisher aus (80) hervorgegangenen 
Entwicklungen noch f, konjugierte, so daß die Gesamtzahl der durch (80) gegebenen 
Entwicklungen A,f, ist. Ähnliche Betrachtungen gelten für die Darstellung (81). 

Wir bezeichnen die 7 und 7’ nebst ihren konjugierten in einer noch zu definierenden 
Reihenfolge mit 7,, 7,,..., 7„ und die Matrix mit der einen aus diesen n Potenzreihen 
bestehenden Spalte mit 7. Wir schreiben 

T=u + y—h)+ty—h”+-;, 
wo jedes ? eine Matrix mit einer Spalte bedeutet. 
Wir definieren jetzt eine quadratische Matrix M von n? Elementen in folgender 


Weise. Es sei M,; eine Matrix, deren erste Zeile 
1 2 ki—l 


nn 
ist, während die anderen Zeilen dadurch aus dieser hervorgehen sollen, daß man die 
A te Wurzel aus n; durch ihre anderen Werte ersetzt. Das System M erhalten wir, indem 
wir f, Matrizen M, und f, Matrizen M, diagonal aneinander reihen. Dann können wir die 
Darstellungen (80) und (81) und die daraus hervorgehenden in der Form schreiben 
R= MT, 

womit dann auch die Reihenfolge der 7, festgelegt ist. Die Koeffizientenmatrizen t; 
können jetzt folgendermaßen beschrieben werden. Jede von ihnen enthält zunächst 
4, Funktionen aus ®,, dann die zu diesen in bezug auf den Körper (x) konjugierten, was 
im ganzen A,f, sind. Dann kommen 4, Funktionen aus P, und die zu ihnen in bezug auf 
(x) konjugierten, im ganzen A,f,. Die Gesamtzahl der in einem i; enthaltenen Funktionen 
ist also A,fı + Agfg = n. Wir wollen hier eine Matrix, die in einer Spalte A, Funktionen 
aus®, und A, Funktionen aus®®, und die zugehörigen konjugierten in bezug auf (x) ent- 
hält, und zwar in derselben Anordnung wie in den i;, eine Funktionenmatrix von WI, 
nennen. 

Wir können jetzt den zweiten Teil unseres Hilfssatzes formulieren und beweisen. 

2. Es seien cy, €» », Ca—ı Funktionenmatrizen von W;. Dann gibt es eine ganze 
rationale Funktion w(x) von x und eine Funktion H aus Ä, so daß erstens w(x)/ eine 
ganze Funktion ist und daß zweitens, wenn wir setzen H = MG, 
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G=o+aYy—h)+::'+c-ıly —h)”" mod (y—h)*. 
Es sei £ wieder eine Basis für die ganzen Funktionen. Setzen wir 


(82) E=M?t, 
so besteht für &’ eine Entwicklung der Form 
(83) = +tay—h)tey—h”+--, 


wo die e; Funktionenmatrizen von M, sind. Da das Quadrat der Determinante von M 
genau durch dieselbe Potenz von y — h teilbar ist wie W,(y), so folgt aus (77), (82) und 
(83), daß die Determinante von e, nicht identisch null ist, daß also das zu e, reziproke 
System e’ existiert. Nehmen wir 7 in der Form £g an, so folgt H’ = &’g und der weitere 
Beweis verläuft wie der Beweis des ersten Teiles des Hilfssatzes. 

Wir betrachten noch die Umgebung von x = &, also die des Körpers 2. Da wir 
angenommen haben, daß der Wert oo für x kein besonderer sein soll, so lassen sich die 
Funktionen aus K in der Umgebung von % nach ganzen Potenzen von x entwickeln. 
Wir haben für jede Funktion n konjugierte Entwicklungen, in denen die Koeffizienten 
gleichhoher Potenzen von x Funktionen aus % sind, die zueinander konjugiert sind in 
bezug auf den Körper (y) der rationalen Funktionen von y. Wir nennen eine Matrix, 
die in einer Spalte n solche Funktionen enthält, eine Funktionenmatrix von 2. Wir 
können dann den dritten Teil unseres Hilfssatzes aussprechen: 

3. Es seien Co, €, - » +, C&a—ı Funktionenmatrizen von 2. Dann gibt es eine positive 
ganze Zahl », eine ganze rationale Funktion w(y) von y und eine Funktion H aus K, 
so daß 

(84) H=c +27” +: +0-127709, modx”*, 
und daß z’w(y)H eine ganze Funktion ist. 

Es sei wieder & eine Basis für die ganzen Funktionen aus Ä. Die Funktion £; und 
ihre konjugierten, also die Funktionen £&;, &i2, . . ., &" mögen für unendliches x von der 
Ordnung o; unendlich werden. Das Anfangsglied von £&;,in der Entwicklung nach fallenden 
Potenzen von x sei also ex”, wo die Funktionen e;, &», - . -, €" nicht sämtlich null 
sein sollen. Wenn die Determinante der Anfangskoeffizienten identisch verschwindet, 
können wir aus & durch hintere Multiplikation mit einem System g, dessen Elemente 
rationale Funktionen von y sind, ein neues System £’ herleiten, bei dem die in derselben 
Weise definierten Anfangskoeffizienten eine Determinante haben, die nicht identisch 
null ist. Denn die Henselsche Methode bei Funktionen einer Veränderlichen ein System £ 
in ein System &’ der gewünschten Eigenschaft überzuführen, läßt sich ohne weiteres 
übertragen, und zwar so, daß man im Körper X bleibt. Hat £ selbst schon die gewünschte 
Eigenschaft, so verstehen wir unter q das Einheitssystem. Werden die Funktionen der 
k-ten Spalte von &’ für unendliches x von der Ordnung ß, unendlich, so bedeute N das 
Diagonalsystem mit der Diagonale xfı, x, ..., xPn. Setzen wir dann 


(85) g=i=E"N, 
so haben wir für &” ın der Umgebung von x = » eine Entwicklung 
"=oHtarttar”t, 
wo x’ für x”! geschrieben ist, und es ist die Determinante von e, nicht identisch null. 
Wir haben jetzt dieselben Verhältnisse wie beim ersten Teil unseres Hilfssatzes, nur daß y 
an die Stelle von x und x’ an die Stelle von y — h getreten ist. Wir können also genau 
wie dort beweisen, daß es eine aus einer Spalte bestehende Matrix g gibt, deren Elemente 


ganz rational in x’ und rational in y sind, und zwar so, daß H = £’’g die Bedingung (84) 
erfüllt. Aus (85) folgt 
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(86) H=&'g=&4N "g=£h, 
wenn wir setzen 
(87) h=qN'g. 


Die Elemente von g sind rationale Funktionen von y. N" ist ein Diagonalsystem mit den 
Elementen z’Pı, z’Pa,...,x’Pn. Die Exponenten $ sind nicht negativ, da eine ganze 
Funktion nicht für <= & null werden kann, ohne identisch zu verschwinden. Nach 
(87) sind daher die Elemente von h ganze rationale Funktionen von x’ und rationale 
von y. Der Hauptnenner der Elemente von Ah, wenn wir sie als Funktionen von x, y auf- 
fassen, hat daher die Form «’ w(y). Multiplizieren wir hiermit A, so werden die Elemente 
von h ganze rationale Funktionen von x, y und aus (86) folgt, daß «= w(y)H eine ganze 
Funktion aus Ä ist, womit auch der dritte Teil des Hilfssatzes bewiesen ist. 

4. In dem dritten Teile des Hilfssatzes können wir x mit y vertauschen. Den dadurch 
entstehenden Satz wollen wir nicht besonders formulieren. 

14. Verwandlung eines Integrals zweiter Gattung in ein Integral, das nur längs eines 
Primteilers unendlich wird ®) 

Wir können jetzt den Satz von Severi beweisen: 

Die linear unabhängigen totalen Differentiale zweiter Gattung lassen sich so wählen, 
daß sie nur längs eines Primteilers unendlich werden. 

Wie wir in II, Nr. 11 gesehen haben, können wir die linear unabhängigen Differen- 
tiale zweiter Gattung so wählen, daß sie für endliches x, y nur längs solcher Kurven- 
primteiler unendlich werden, deren Idealnormen die Form y — h haben, wo h eine Kon- 
stante ist. Die Zahl der linear unabhängigen Differentiale sei s und es seien 

(88) ' Fu Feng A 
s linear unabhängige Integrale, deren Differentiale die angegebene Beschaffenheit haben. 
Wir betrachten eins dieser Integrale, etwa /;. Wir zeigen zunächst, daß wir durch Sub- 
traktion einer Funktion aus Ä ein neues Integral erhalten können, das nur längs eines 
Kurvenprimteilers unendlich wird, aber außerdem vielleicht noch längs eines oder meh- 


rerer Punktprimteiler. 
Die Kurvenprimteiler, längs deren die Integrale (88), abgesehen von = © und 


y = », unendlich werden, mögen die Idealnormen 
y—h,ny—hy..,.y—hr 
haben. Wir betrachten das Integral /; in der Umgebung von y=h.. 1. Es seiy—h; 


nicht Idealnorm eines Verzweigungsprimteilers. 
Nach II, Nr. 4 gilt eine Entwicklung 


LK=Yy—h)"{o+cay—h)+ay—h) ++}. 
Diese Gleichung ist wie in der vorigen Nr. zu verstehen, d. h. sie soll die n konjugierten 
Entwicklungen darstellen. Es sind dann die Koeffizienten Funktionenmatrizen von M;. 
Nur das absolute Glied macht eine Ausnahme, was aber nicht stört, da nur der Hauptteil 
der Entwicklung für uns von Bedeutung ist. Wir bestimmen nach der vorigen Nr. eine 
Funktion AH, aus K und eine ganze rationale Funktion wyi(x) von x so, daß 


Ir — (y m h) "Hi endlich für y- h; 
und daß wy Hy: eine ganze Funktion ist. Wenn a; = 0, so sei Hu = 0 und wa = 1. Wir 


bezeichnen das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der s Funktionen wı, Wa, ... Wsi 
mit w;(x). Es ist dann auch w; H, ganz. Wir setzen noch 


GH = (y u h) "wila) Au. 


Journal für Mathematik. Bd. 165. 
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Es ist dann G;; eine Funktion aus K, die im endlichen nur für y = h; unendlich werden 
kann. 

2. Es sei y— h; die Idealnorm mindestens eines Verzweigungsprimteilers. Wir 
wählen den Fall, den wir in 2, Nr. 13 betrachtet haben und benutzen auch die dort 
angewandten Bezeichnungen. Wir können annehmen, daß die Entwicklungen von /, 
und seinen konjugierten mit derselben ganzzahligen Potenz von y — h; beginnen, indem 
wir zulassen, daß einige der ersten Koeffizienten null sind. Schreiben wir dann 


I; = (y—h,) *MIk, 

so haben wir für /; die Entwicklung 

=o+ay—h)+tay—h)” +‘, 
wo die c, wenigstens soweit sie für uns in betracht kommen, Funktionenmatrizen von 
M,; sind. Wir bestimmen nach der vorigen Nr. eine Funktion 7,; aus ÄK und eine ganze 
rationale Funktion w;;(x) von x so, daß 

Ir — (y — h;) "Hy endlich für y- h; 
und daß w;; H;; eine ganze Funktion aus Ä ist. Wir definieren w; und G;; wie in 1. Wenn 
X, = 0, so sel G;; == 0, Ui = 1. 


3. Die Umgebung von x = =. 
In der Umgebung von x = ® sei 


.=#[lo +ca2'T+027°+:.+}. 
Es sind dann die c bis auf das absolute Glied Funktionenmatrizen von 2. Wir können 


daher nach der vorigen Nr. eine Funktion H; und eine ganze rationale Funktion wy (y) 
von % so bestimmen, daß 


I, — x*H;, endlich für = wo, 
und daß x?+* wy’ H; für genügend großes A eine ganze Funktion aus Ä ist. Wir bezeichnen 
das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der s Funktionen %;’ mit w’’ und setzen 
Gr; = ar w”(y)f(y) Ar. 
Wenn x = 0, soll wy = 1 und H; und damit auch G7 gleich 0 sein. 


4. Die Umgebung von y = w. 
In der Umgebung von y = w sei 


kK=yiotay'tay”+'')}. 

Es sind die c bis auf das absolute Glied Funktionenmatrizen von W. Nach der vorigen 
Nr. bestimmen. wir eine Funktion 7’ und eine ganze rationale Funktion w;(x) von x so, daß 
I, —y®Hy endlich für y = 
und daß y“+?w; Hy für genügend großes u eine ganze Funktion aus Ä ist. Für $ = 0 sei 
w;, =1 und Hj’ = 0. Das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der w; sei w’. Wir setzen 
GE = yr+Pw’(z) f(y) Hr. 


Es sei Jetzt C’(x, y) eine ganze rationale Funktion von x, y, die die Bedingungen von 
Nr. 12 erfüllt. Durch diese Bedingungen ist C nicht vollständig bestimmt. Einmal können 
wir einen Summanden von der Form g(xz, y)f(y) hinzufügen, wo g eine ganze rationale 
Funktion von x, y ist, wenn wir nur die Exponenten A, u genügend groß wählen, und dann 
sind diese Exponenten willkürlich, wenn sie nur hinreichend groß sind. Daher können 
wir annehmen, daß der Zähler von C die Projektion eines einzigen Kurvenprimteilers & 
ist. Sonst müßte nämlich die rational unzerlegbare Funktion F(x, y, 2), durch deren 
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Nullsetzen wir den Körper X definiert haben, nach dem Modul jeder derartigen Funktion 
C zerlegbar werden. 
Setzen wir 


BE ie A 
© Or ug: e ’ 


=, = 
so ist, wenn nur A und u genügend groß gewählt werden, Q;: eine Funktion aus Ä, die, 
abgesehen von Punktprimteilern, nur unendlich wird längs € und für y = h;. Und, abge- 
sehen von Punktprimteilern, und von €, wird Q; nur unendlich für x = © und 0/’ nur für 
y= ». Ferner wird /; — Qu nicht für y = hi, Ik — Qx nicht für z = © und /; — 0% 
nicht für y = ® unendlich. Setzen wir daher 


Jı = Ih — 2 Qi —- Qt — 9, Bir 


so sind die s Integrale zweiter Gattung J, linear unabhängig und sie werden, abgesehen 
von Punktprimteilern nur längs & unendlich. 

Wir haben die Integrale J; jetzt noch so abzuändern, daß sie nicht längs Punkt- 
primteilern unendlich werden. Der Zähler C von C(z,y) hat die Form € = %C, wo ® 
nur Punktprimteiler enthält. Es ist ® ganz gewiß nicht gleich 1. Denn die Funktion 
C(x, y) ist so bestimmt, daß sie gerade an den Stellen, i. a. sogar mehrfach, verschwindet, 
die Projektionen von Punktprimteilern sind. Die Funktion C(z, y) ist nicht vollständig 
bestimmt. Vor allem können wir ıhren Grad (}, «) in x, y beliebig groß wählen, ohne 
dadurch ihr Verhalten an den Stellen, die Projektionen von Punktprimteilern sind, 
zu ändern, so daß auch ® unverändert bleibt. Es ist C(x, y)J; eine analytische Funktion 
von x, y, die längs & nicht mehr unendlich wird und also auch nicht längs eines der in 
% enthaltenen Primteiler. Denn eine analytische Funktion von x, y kann nicht in der 
Umgebung einer Stelle nur längs Punktprimteilern unendlich werden. 

Es seien G,, Gs, . . -, G, linear unabhängige ganze Funktionen aus Ä, die höchstens 
von der Ordnung (A, «) unendlich werden. Ihre Anzahl kann man so groß wählen, wie 
man will, indem man A und u genügend groß wählt, Wir können daher in 


H; = C(&,y) Je — Cu6Gı — (26, — '''— GW 


die Konstanten c;; so bestimmen, daß 7, durch ® teilbar wird. Denn dazu ist nur nötig, 
daß H, für die Wertepaare x, y von genügend hoher Ordnung verschwindet, die Projek- 
tionen von Punktprimteilern sind, was auf homogene lineare Gleichungen für die c;; führt. 
Setzen wir 

H; 
Ca, y)’ 
so ist 7’, ein Integral zweiter Gattung, das nur längs & unendlich wird. 

Damit ist der Satz von Severi bewiesen. 


T; 


15. Integrale zweiter Gattung, die nur längs eines Primteilers unendlich werden ®). 


Es sei / ein Integral zweiter Gattung, das nur längs eines Primteilers € unendlich 
wird, und zwar von der ersten Ordnung. Wir wollen uns auf den Fall beschränken, daß & 
kein Verzweigungsprimteiler ist. 

In der Umgebung einer Stelle 5 von X ist 
Udu + Vdv 

e? 
wo U und V gewöhnliche Potenzreihen von u, v sind. Wie in II, Nr. 6, 7 folgt hieraus 
unter Verwendung der Abkürzung (62) 


(89) dI = Adx + Bdy = 





20* 
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(90) A 


wo X und ® ganze Divisoren sind. Es ist WA durch den Jacobischen Divisor von (M) 
und ® durch den von 2) teilbar. 
Es sei C(x,y) die Idealnorm von & und es sei 


(91) C(z,y) =EGL’M’ = CENT, 


wo ® ein ganzer Divisor ist. Für € = 0 geht die Klasse (C) in eine Klasse des Kör- 
pers & über, die wir mit (c) bezeichnen. Im übrigen bezeichnen wir denjenigen Di- 
visor des Körpers @, in den ein Divisor von K für & = 0 übergeht, mit dem ent- 
sprechenden kleinen Buchstaben. Es sei ferner durch Hinzufügung des Index O0 an 
eine Größe ausgedrückt, daß ihr Wert für € = 0 gemeint ist. Mit diesen Bezeichnun- 
gen haben wir 


o Sr 


wo c, und c, ganze Divisoren sind. Denn ©C/öx z.B. ist in x von einem um 1 
kleineren Grade als C(xz,y). Außerdem aber ist der Koeffizient der höchsten Potenz 
von x bis auf den Faktor A derselbe wie in C(xz,y), so daß dieser für C(x,y) = 0 in 
der Umgebung von x = © verschwindet. 

Da / nur längs E und nur von der ersten Ordnung unendlich wird, so ist 


(93) el=9 
in der Umgebung jeder Stelle ganz. Es ist 9 wegen der Integrationskonstanten und 
wegen der Perioden von / nicht eindeutig bestimmt. Da aber diese unbestimmten 
konstanten Summanden in ö9 =@/ mit & multipliziert sind, so geht 9 für® =0 in 


einen ganz bestimmten ganzen Divisor h von & über. Aus (93) folgt in Verbindung 
mit (89) 


A 2 
(94) CAlCI) = Udu + Var + 9i6= (U +9 =) du +(V +9 =) an 


Da hierin die linke Seite durch & teilbar ist, so müssen auf der rechten die Faktoren 
von du und dv durch C teilbar sein, so daß sie für & = 0 verschwinden. Daraus folgt 


“ le 
3, a), 


Da h ganz ist, ergeben sich hieraus Bedingungen für das Verhalten von U und V an 
den mehrfachen Stellen von C. 

Es sei y, eine Lösung von C(xz,y) =0 und es sei, nach Potenzen von y —y, 
entwickelt, in der Umgebung von & 


(96) B=by—y) "+. ao J/=—by—y)"+:--. 


Hieraus folgt 
ur _2 
b={B(y — yı)?) = |Bc® (zZ =; = {zcı ( 
0 0 
oder wegen (90), (91), (92) 


2 oe) n }- bg? 
a =| ZEN? ), le5m?  acäm?' 





Weiter ergibt sich aus (96) 





N) 


Z 


nn» > 


EEE RL De ie en 
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—b={I(y— yı)l = L1c za — lc (2% u 
und wegen (93), (91), (92) 


ER = tr _M 

ae -19 om? cm?’ 

Durch Vergleich von (97) mit (98) und nach Analogie ergibt sich 
(99) Mad, u 


Anstatt nach Potenzen von y — y, können wir J auch nach Potenzen von C(x, y) ent- 


wickeln. Der Koeffizient von C”' in dieser Entwicklung sei e. Es ist e eine Funk- 
tion des Körpers & und es wird 


C(z, rn rn 
Ban Br ne 
e= {C(r, y)Iyo = (u y,)] Tr A b öyl, 
oder wegen (92) und (98) 


(100) = Ca, ya P. 


Da e eine Funktion aus E, so ist e—1; ferner ist nach (91) n/g— c, sodaß 
(101) = {ICy ec 
oder in Worten: 
Ist / ein Integral zweiter Gattung, das nur längs des Primteilers €, und zwar 


von der ersten Ordnung, unendlich wird, so wird C/ für € = 0 zu einem ganzen Di- 
visor der Klasse (c), in die die Klasse (EC) für € = 0 übergeht. 


16. Ein Satz von Severi®). 

Wir können jetzt den folgenden Satz von Severi beweisen. 

Gibt es im Körper K ein einfaches Integral zweiter Gattung, das nicht durch 
Subtraktion einer Funktion des Körpers in ein Integral erster Gattung verwandelt 
werden kann, so gibt es einen Primteiler &, für den we(&) > 0. 

Wie wir in II, Nr. 14 gesehen haben, kann man jedes einfache Integral zweiter 
Gattung durch Subtraktion einer Funktion aus K in ein Integral verwandeln, das 
nur längs eines Primteilers &, und zwar von der ersten Ordnung unendlich wird. Gibt 
es also in K ein einfaches Integral, das nicht durch Subtraktion einer Funktion aus 
K in ein Integral erster Gattung verwandelt werden kann, so können wir annehmen, 
daß es nur längs eines Primteilers €, und zwar von der ersten Ordnung, unendlich wird. 
Wir haben dann den Fall der vorigen Nr., deren Bezeichnungen wir benutzen. Es 
sei also / ein derartiges Integral. Das Anfangsglied in der Entwicklung von / nach 
Potenzen von C(x,y) sei eC”'. Die Funktion e gehört dem Körper & an und hat 
die Form (100), wo h ein ganzer Divisor der Klasse (c) ist. Nun sei wg(C) = 0. Dann 
gibt es in (CE) einen ganzen Divisor Q, der für € = 0 in h übergeht. Es ist also D/E 
eine Funktion H aus K, die nur für € = 0 von der ersten Ordnung unendlich wird. 


Der Koeffizient von C”' in der Entwicklung von H nach Potenzen von C sei e'. 
Es ist 

en _ _ 8 

e' = {C(x, y) HH}, = Pr gr N’ 


Durch Vergleich mit (100) folgt, daß sich e von e’ nur durch einen konstanten Faktor k 
unterscheiden kann, sodaß e= ke’. Daraus aber ergibt sich, daß 7 — kH für € = 0 
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nicht mehr unendlich wird, also ein Integral erster Gattung ist, entgegen der Voraus- 


setzung. Damit ist der Satz von Severi bewiesen. 


Es folgt noch: 
Die Zahl der linear unabhängigen eigentlichen einfachen Integrale zweiter Gattung 


ist höchstens »g(®). 


1. 


> m 
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Elementare Abschätzungen von Fundamentaleinheiten 
und des Regulators eines algebraischen Zahlkörpers. 


Von Robert Remak in Berlin. 


Einleitung. 

Mit der Abschätzung des absoluten Betrages einer Einheit eines algebraischen 
Zahlkörpers hat sich Herr Landau in einer Arbeit beschäftigt: „Abschätzung von Cha- 
raktersummen, Einheiten und Klassenzahlen‘‘ !) (zitiert LI). Er gelangt auf S. 95 
unter Benutzung idealtheoretischer Hilfsmittel zu der Abschätzung 

(1) ‚log || < RR: 7 —— VD: log*-!D +b,YD log"? D, 

| 2 -(n—h)! 
wo b, eine nur vom Grade des Körpers abhängige Konstante, D die absolut genommene 
Körperdiskriminante, »(# irgendeine Konjugierte einer von den Einheitswurzeln ver- 
schiedenen Einheit ist. Durch diese Formel ist |®| nach oben und unten abgeschätzt. 
Herr Landau beschränkt sich aber auf den Beweis der Existenz einer einzigen Ein- 
heit, die dieser Bedingung genügt. 

In einer zweiten Arbeit: „Verallgemeinerung eines Pölyaschen Satzes auf algebra- 
ische Zahlkörper“ (L II)?) erhält Herr Landau im Zusammenhang mit der Heckeschen 
Funktionalgleichung der Dedekindschen Zetafunktion, also unter Benutzung tiefliegen- 
der funktionentheoretischer Hilfsmittel, für den Regulator eines algebraischen Zahl- 
körpers die Abschätzung 

(2) M<AuVD-log-!D, 

WO A,, nur von n abhängt. Übrigens werde ich den Regulator um einen von der 
Zahl der Paare komplexer Wurzeln s abhängigen Faktor 2° von M verschieden de- 
finieren, worauf es aber hier nicht ankommt. Unter Benutzung dieser Abschätzung 
zeigt Herr Landau, daß es immer mindestens eine Einheit geben muß, für deren sämt- 
liche Konjugierte 


r 


(3) log |m@|| < AV YD- log"! D. 


Hierin bedeutet r: „Anzahl der reellen Konjugierten plus Anzahl der Paare konjugiert 
komplexer Konjugierter minus Eins“. Auch hier beschränkt sich Herr Landau auf 
die Existenz einer einzigen Einheit. 

Ich werde mich im folgenden auf die bei Minkowski üblichen elementaren Me- 
thoden beschränken, d.h. die Verwendung der reellen Integralrechnung, und keine 
funktionentheoretischen Hilfsmittel benutzen. Mit diesen Hilfsmitteln werde ich die 





') Göttinger Nachrichten 1918, S. 79—97. 
*) Göttinger Nachrichten 1918, S. 478—488. 
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Abschätzung (1) des Herrn Landau aus L I mit einer geringfügigen Verbesserung er- 
reichen, die daher rührt, daß ich nicht Minkowskis Linearformensatz, sondern seinen 
Satz vom konvexen Körper mit Mittelpunkt im Punktgitter benutze. Die Abschätzungen 
(2) und (3) aus LII kann ich mit diesen elementaren Hilfsmitteln nicht erreichen. 
Ich werde zum ersten Male eine elementare Abschätzung des Regulators geben und 
überhaupt zum ersten Male sämtliche Einheiten eines geeigneten Fundamentalsystems 
von Einheiten abschätzen. Zu gewissen schlechteren Schranken gelange ich bereits 
ohne Benutzung von Kenntnissen aus der Idealtheorie. Man könnte auch, was ich 
nicht ausführe, durch Benutzung des Minkowskischen Linearformensatzes, der sich 
nach Hurwitz ?) arithmetisch beweisen läßt, unter weiterer Verschlechterung der Schran- 
ken auf jedes Hilfsmittel der Infinitesimalrechnung verzichten, abgesehen höchstens 
von dem bei Hurwitz benutzten Grenzübergang von rationalen zu irrationalen Koef- 
fizienten und der im Regulator steckenden Definition des Logarithmus. 

Die Abschätzungen für die Idealklassenzahl, die Herr Landau am Schluß von 
LI gibt, bin ich nicht in der Lage zu verbessern. Ich möchte nur die folgende Be- 
merkung machen: Diese Abschätzungen setzen die Grundlagen der Idealtheorie als 
bekannt voraus. Andererseits leitet Minkowski im fünften Kapitel seiner ‚„Diophanti- 
schen Approximationen‘ die grundlegenden Sätze der Idealtheorie aus der vorweg be- 
wiesenen Endlichkeit der Idealklassenzahl her. Der Leser, der diesen Weg zur Be- 
gründung der Idealtheorie wählen will, ist also genötigt, sich zunächst im Anschluß 
an Minkowski mit einer sehr viel primitiveren Abschätzung der Idealklassenzahl zu 


begnügen, die ich hier ohne Beweis angeben will: 
n®+1 


A\n! 
“ Aue a 
hs (v5(-) =. ’ 
Hierin bedeutet s die Anzahl der Paare konjugiert komplexer Konjugierter. Erst 


wenn der Leser mit Hilfe dieser Abschätzung die Grundlagen der Idealtheorie gewonnen 
hat, kann er im Anschluß an Herrn Landau (LI) S. 95 zu dessen besserer Abschätzung 


h=0 (VD : log*-? D) 
übergehen. 

In $ 1 dieser Arbeit werde ich, ähnlich wie ich früher den Dirichletschen Be- 
weis für die Existenz der Lösung der Pellschen Gleichung zu einer Abschätzung der 
Lösung ausgestaltet habe), den Minkowskischen Existenzbeweis für die Einheiten 
eines algebraischen Zahlkörpers ) ausgestalten. Die gewonnene Abschätzung gilt für 
ein geeignetes System von solchen Einheiten, für die eine reelle Konjugierte bzw. ein 
Paar konjugiert komplexer Konjugierter absolut größer als Eins, die übrigen Kon- 
jugierten absolut kleiner als Eins sind, wobei jede reelle Konjugierte bzw. jedes Paar 
konjugiert komplexer Konjugierter ausgezeichnet sein kann. Ein solches System will 
ich für den Augenblick ein ‚ausgezeichnetes‘‘ System von Einheiten nennen. Ich 


nenne D die Körperdiskriminante, setze A=Y|D|, 


ed 
av" 
(3) 
wobei s die Anzahl der Paare konjugiert komplexer Konjugierter ist. Dann gilt für 
jede Konjugierte jeder Einheit eines in geeigneter Weise ermittelten Systems aus- 





3) Göttinger Nachrichten 1897, S. 139—145. 
*) Journ. f. Math. 143 (1913), S. 250—254. 
5) Minkowski, Diophantische Approximationen, Leipzig 1907, S. 133—148, 
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gezeichneter Einheiten 

log (1, )] S [A*]""" log A* = P, 
worin P zur Abkürzung eingeführt ist, y, = 1 für reelle Konjugierte, y, =2 für kom- 
plexe Konjugierte. Diese Abschätzung ist wesentlich schlechter als die Abschätzung 
(1) aus LI, wird aber ohne idealtheoretische Hilfsmittel erhalten. 

In $ 2 zeige ich unter Verwendung der Hilfssätze des Herrn Landau aus LI, 
die die Grundlagen der Idealtheorie benutzen, daß für jede Konjugierte jeder Einheit 
eines in geeigneter Weise ermittelten Sytems ausgezeichneter Einheiten 

|log (l&|”)| - a] 
Hierin ist db, eine nur von n abhängige Konstante, Q@ ist zur Abkürzung eingeführt. 
Für total reelle Körper, für de s=0, 4*=4, ist dies gerade die Landausche 
Abschätzung (1); für s>0 ist A* <A. 

In allen folgenden Abschätzungen kann ich immer im Anschluß an $ 1 die Ab- 
schätzung P ohne Benutzung der Idealtheorie oder im Anschluß an $ 2 die bessere 
Abschätzung Q mit Benutzung der Idealtheorie verwenden. 

Von einem Fundamentalsystem von Einheiten verlangen wir, daß sich sämtliche 
Einheiten des Körpers als Produkte von Potenzen der Fundamentaleinheiten mit ganz- 
zahligen positiven, 0 oder negativen Exponenten und von Einheitswurzeln des Körpers 
darstellen lassen. Da das gewonnene ausgezeichnete System von Einheiten, in dem 
eine Einheit fortgelassen wird, möglicherweise kein Fundamentalsystem ist, müssen 
wir vom ausgezeichneten System zum Fundamentalsystem übergehen. 

Bevor ıch darauf eingehe, beweise ich in $ 3 zwei Hilfssätze, die die Nummer 2 
und 3 tragen. Hilfssatz 2 bezieht sich auf solche Determinanten, deren Glieder reell, 
außerhalb der Hauptdiagonale < 0, in der Hauptdiagonale > 0, derart, daß die Zeilen- 
summen > 0 sind. Von diesen Determinanten zeigt Minkowski®), daß sie stets po- 
sitiv sind. Ich zeige, daß sie größer oder gleich dem Produkte der Zeilensummen und 
kleiner oder gleich dem Produkte der Hauptdiagonalglieder sind. Hilfssatz 2 folgt 
unmittelbar aus Hilfssatz 2a, einem formalen Determinantensatz. Es sei in einer 
Determinante mit den Gliedern a,, gesetzt: außerhalb der Hauptdiagonale 


A* »logr-1 A* + b,4* - log"? 4* = Q. 


ee Dan ; 
in der Hauptdiagonale 


n 
Ayx = Sy + ,2 bau ’ 


worin formal db,» =0. Dann denke man sich die Determinante nach den b,; und den s, 
entwickelt. Die ausgerechnete Determinante hat 1) kein von den s, freies Glied, 


n 


2) enthält sie das Glied s) Sg * sn, 3) entsteht sie aus dem Produkte 77 (s, + 2,5) 


”»—1 
durch bloße Streichung von Gliedern, woraus unmittelbar folgt, daß sie nur positive 
Glieder hat. Setzt man 5)u>0 für «#4, ferner s.> 0, so ist Hilfssatz 2 eine un- 
mittelbare Folge von Hilfssatz 2a. 
Hilfssatz 3 bezieht sich auf die Theorie der Punktgitter. Gegeben sei ein Punkt- 
gitter ©. Dieses sei Teilgitter eines engmaschigeren Gitters ö. Aus einem Fundamen- 
talsystem von Vektoren von © erhält man ein Fundamentalsystem von Ö durch eine 





€) Göttinger Nachrichten 1900, S. 90—93 wieder abgedruckt, ges. Werke I, S. 316—319. 
In letzter Zeit hat sich Herr Rohrbach mit anderen Eigenschaften dieser Determinanten beschäftigt: 
Jahresber. d. Deutsch. Math. Vereinig. 40 (1931), S. 49-53. 
Journal für Mathematik. Bd. 165. 21 
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geeignete Substitution, deren Koeffizienten stets rationale Zahlen sind. Es entsteht 
die Aufgabe, ein solches Fundamentalsystem von 5 zu finden, daß die Koeffizienten 
der Substitution absolut möglichst klein werden. 

Diese Hilfssätze benutze ich in $4, um den Regulator und ein geeignetes System 
von Fundamentaleinheiten abzuschätzen. Zur Abkürzung werde gesetzt: für die aus- 
gezeichneten Einheiten 

log (Je |”) = *, 
für die Fundamentaleinheiten 
log (199 |) un r . 
Die Determinanten vom Grade r +s — 1 werden zur Abkürzung bezeichnet: 
2’|=L, ImÜl=R. 
Dann ist 
L=CR, 
wo C als Determinante einer Matrix mit ganzen rationalen Koeffizienten eine ganze 
rationale Zahl ist. Also ist 
IRISI|L|. 
Auf Z ist aber Hilfssatz 2 anwendbar, und man erhält 
IRI<L<P*+", 
Hilfssatz 3 liefert für ein geeignet bestimmtes Fundamentalsystem: 
Im’|sPp 
[2 
2 
Bei Benutzung von $ 2 tritt überall Q an die Stelle von ?. 


BIS ZIP: ie sis Hs —1. 


sl. 
Gegeben sei ein algebraischer Zahlkörper n-ten Grades. £, sei eine ihn erzeugende 
Zahl. Die sämtlichen Konjugierten von £, seien 


SER /TERZER FE 
Und zwar sei &, reell für 1sSpo<sr, 
(4) Erta = Erratı für 1Soss, 
wo & die zu & konjugiert komplexe Zahl bedeutet. s bedeute die Anzahl der Paare 
konjugiert komplexer Konjugierter, so daß 
r+2=n. 
Wir ordnen £, die n Koordinaten zu: 


n, = $, für e<sr, 


N,+0 - v2 : RE, ’ 
N,+0+3 — V2 i NR ’ ’) 
worin, wenn c=a-+biist, a= Rec, b = Sc gesetzt ist. 





?) Der Faktor /2 läßt sich durch folgende geometrische Überlegung rechtfertigen. Zunächst wird man die n 
komplexen Zahlen &,,&3,...,&„ jede durch 2 Koordinaten darstellen, so daß die ganzen Zahlen des algebraischen 
Zahlkörpers n-ten Grades ein n-dimensionales Punktgitter im 2n-dimensionalen Raume erfüllen. Im n-dimensionalen 
Raume dieses Punktgitters führt man neue rechtwinklige Koordinaten ein. Die Maßstabsvergrößerung im Verhältnis 
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Es sei P,w9,..., 


or) eine Minimalbasis der ganzen Zahlen des Zahlkörpers. 


(u) ge) 
N, D ’ 
(u) er (u) 
as —Y2- No,,,; 
m Yu „ı) 

N, +0+38 =y2- V,Lo ’ 


definieren das Elementarparallelepiped des Punktgitters der ganzen Zahlen. Dann ist 
die Körperdiskriminante 
Din wo? 


Wir formen die Determinante 09] um durch Addition von Zeilen zu Zeilen: 














Di nr | no | a . 

(u) | (u) ER (u) | s (u) 8 lı/a (n) 12 (u) 
YD=jo”| = 9,,, | =|2Ro,,, = 2 Ro, = (—i)'|Y2- Ro, = (im |. 
|.) (u) (u) 1/3. &..W | 
ER r+o+s| —1: Jo | 'V2 5w, Le| 

Es ıst also 
A YD| = = In]. 


Das Volumen des Elementarparallelepipeds ist bei unseren Festsetzungen gleich 4. 
Wir betrachten das Gebiet 
(2) Id , 
worin d,> O0 und zunächst 1 <»v <sr-+s. Setzen wir 
d, +0+s uno dr +o ’ 
so ist (5) wegen (4) von selbst für »<n erfüllt. Hierbei denken wir uns unter & 
einen Punkt mit irgendwelchen n,-Koordinaten, den wir nur der Bequemlichkeit halber 


durch die (4) genügenden £,-Koordinaten schreiben. Das Gebiet ist, wie gezeigt wer- 


den soll, ein konvexer Körper mit Mittelpunkt. Es ist das Minkowskische Eichmaß 
1£,| 
S(£) = Max —- . 
(2) ne ua d, 
Es ist 
Sl) =5(—8). 


Wenn t>(, so ist 
S(td) =1-S(E). 


Z„ die komplexen Koordinaten eines zweiten Punktes Z£, so ist 


. ats läl al €, | 12, 
S(&+£) = Max u a u SS +7, = < Max —— + Max = 


lsr£n 1srSn d, 1lsrsn 
Damit ist die Konvexität und die Mittelpunktseigenschaft des durch dieses Eichmaß 
bestimmten Körpers (5) bewiesen. 
In n,-Koordinaten lauten die Bedingungen 
InIisd, für 1 


Wenn L,,C2,:: +; 


(HI: 


Nr+o + Ye +0 = 2(R° &,+o +% JE 0, = =2 TR Ss 2d,.. für 1 . 103 Ss ? 





1:2 bei den komplexen Konjugierten tritt dadurch auf, daß wir anstatt der 4 Koordinaten von £, , „ und 
nur noch 2 einführen. 


Bw 
Sr-.-ors 
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Das Volumen des Körpers ist also 
V — 2d, :2d,---2de- m Adryı 0 2cdrra m 2ceis = Ten. dıds:: dm . 


Setzen wir 
Y, —=4 für is 5F, 
Vic = 2 für 154538, 
so wird 
r+8 


V=?%. (2) di d, ee 


Um den Minkowskischen Satz vom konvexen Körper mit Mittelpunkt im Punktgitter ®) 
anwenden zu können, müssen wir 


Vv=2".4 
setzen, also 
(6) ALLE ET 
Setzen wir zur Abkürzung 
A _ Ar, 





so lautet (6) 
Yı Ya Yr+3 * 
(7) dd, d,, =4. 
Der Minkowskische Satz liefert also für jedes Wertsystem der d, ‚d,,...,d,ı,, das der 
Bedingung (7) genügt, eine von 0 verschiedene ganze algebraische Zahl des Körpers, 


für die die Bedingungen (5) erfüllt sind. Für diese Zahl ist die absolut genommene Norm 
n n r-+8 
INe)I=Miei< Nd,= Hd’ =4*, 


also 
NE) S4*. 

Unser nächstes Ziel ıst es, durch wiederholte Anwendung des Minkowskischen Satzes 
für verschiedene Systeme d” uns ganze algebraische Zahlen em des Körpers in beliebig 
großer Anzahl zu verschaffen, die alle untereinander verschieden sind und den Bedin- 
gungen IE a, 

(8) N® = | NE”) <4* 
genügen, wo N zur Abkürzung eingeführt ist. Wir beginnen mit der ganzen alge- 
braischen Zahl 1, setzen, da sämtliche konjugierte Zahlen von 1 wieder 1 sind, 


(9) 9 1. 


v 


Es sei 0 <ö<<1 eine positive Zahl, die vorläufig festgehalten, später beliebig klein 
gemacht wird. Wir setzen für2 <v<sr-+s 


d+D au | ® | h (1 Zi ö) 
also speziell für2<» sr -+s mit Rücksicht auf (9) 
de =1—8. 


“ Minkowski, Diophantische Approximationen, Leipzig 1907, S. 60. 
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Dann müssen wir setzen, um (7) zu erfüllen: 





a+Dn A A* 
en" (A) ıy, ii 
(10) EL d, Eh (IE, | " (1 u. ö) ) 
A* | ge ” A* z "a 
N? ST 5)" 


Es ıst für 2 svsr-+ts 
ae EISEN. A-9)<IEN. 
Für2<s»sr-+ s nehmen also die absoluten Beträge der v-ten Konjugierten monoton 


ab. Es können also niemals zwei ganze algebraische Zahlen der Reihe übereinstimmen. 
Aus (10) folgt speziell für A = 0 unter Benutzung des vorletzten Ausdrucks 


di vı Fan un r 
(1 — 8)" 
und durch wiederholte Anwendung von (10) unter Berücksichtigung des letzten Ausdrucks 
cm A* A 
(12) 7 ER 
(1 — 6)" 
Durch wiederholte Anwendung von (11) folgt für 2<v<r+s 
(13) <<. - <N =1. 
Also ist, da die Norm N” > 4, 
(14) >: 
Aus (12) folgt 
u “. I 4* 2 
E ı £(4) ıyı - A) yı 
e- u rm y=)- 


Hilfssatz 1: Voraussetzung: Es sei 
NEN = INENI=N, 
er — e =Nw, 


worin » eine ganze algebraische Zahl des Körpers. 


Behauptung: 
Ss, 
(16) (u) u .. 
>ı 
ist eine Einheit des Körpers. 
Beweis: Es ist 
17 N 2) 2) (3) (ji) 


a) >» 
5 
mit Rücksicht auf die erste Seite von (17) eine Zahl des Körpers von ” und mit Rück- 


sicht auf die zweite Seite eine ganze algebraische Zahl, ebenso 


N _. zu) 
e(u) es 
>ı 


Es ist 
o 2) in ) Pa ) 4 
& : — a -+ N oo) = > (1 u = () ) — gu 23 5 
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also ist 
(2) 
n u 
1 
eine ganze algebraische Zahl. Ebenso kann man aber zeigen, daß 
e N 
ne . 


eine ganze algebraische Zahl. Also ist e, eine Einheit, was zu beweisen war. 

In Worten lautet Hilfssatz 1: Der Quotient zweier ganzer algebraischer Zahlen eines 
Körpers, die die gleiche absolut genommene Norm N haben und nach N der gleichen Rest- 
klasse angehören, ist eine Einheit. 


Für N kommen bei dem angegebenen Verfahren nur endlich viele Werte in Be- 
tracht, nämlich 1,2,...,[A*]. Die Anzahl aller Restklassen nach diesen [A*] ver- 
schiedenen Moduln ist also 

1 +2" +... + [Ar < [Ar]. 
Setzt man das Verfahren fort bis 

(18) A=A=[Ar", 
so müssen mindestens zwei Zahlen, e und gr ) mit 

(19) A<usN 
vorkommen, so daß 

N” ’ n(#) —N 
und 
g9) a gi) — No 
1 1 e 


Dann ist aber 








e 
Bo 
1 
eine Einheit nach Hilfssatz 1. Es ist für2 <v sr -+s 
| 1 
Bl 
wegen (13). Da 
INe)| = lal* el" lol" =1, 
so muß 
\al>1 
sein. 
Es ist wegen (14), (15), (19), (18) 
gr Yı A* u 
| le, |” en az, < er < drvı u el 
(20) A [4 +1 
* * 
si— i 
| " (ü — >) 


Da ım Bereiche 


! 
| 
! 
N 
\ 
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n ER 
4” BE ’ (5, <1 
1—6) 7 


für ein festes ö, < 1 nur endlich viele ganze algebraische Zahlen liegen, so können, wenn 
wir (20) nach dem angegebenen Verfahren lösen, für eine unendliche Reihe ö,, ö,, Ö3,:-- -, 
die gegen 0 abnimmt, die Lösungen nicht alle verschieden sein; eine Lösung muß also 
unendlich oft vorkommen, also für beliebig kleine ö gelten. Für diese Lösung ist also 


| m < N 


(21) log (| el”) S[A*]"" log A4* = P, 

wo P zur Abkürzung eingeführt ist; 
ls] <1i 
für2svsr-+ts. 

Wir haben also eine Einheit gewonnen, bei der eine reelle Konjugierte bzw. ein 
Paar konjugiert komplexer Konjugierter absolut größer als 1, alle übrigen Konjugierten 
absolut kleiner als 1 sind. Anstatt e hätten wir ebenso gut irgendein E; wolso<Sr+ts, 
bevorzugen können, die betreffende reelle Konjugierte bzw. das betreffende Paar kon- 
jugiert komplexer Konjugierter absolut größer als 1, alle übrigen Konjugierten absolut 
kleiner als 1 machen können. Ein derartiges System von Einheiten möge ein „‚aus- 
gezeichnetes‘‘ System heißen. 


2 
Nachdem in $ 1 ein System von Einheiten ohne idealtheoretische Hilfsmittel im 
Anschluß an Minkowski abgeschätzt worden ist, will ich ın diesem Paragraphen im 
Anschluß an die Landausche Arbeit L I?) zeigen, wie man unter Benutzung der Grund- 
lagen der Idealtheorie zu besseren Abschätzungen gelangt. 
Unter zwei assoziierten Zahlen eines algebraischen Zahlkörpers versteht man zwei 
ganze Zahlen des Körpers, deren Quotient eine Einheit ist. Zwei assoziierte Zahlen 


definieren dasselbe Hauptideal. Wir erhalten in der Reihe der em des vorigen Para- 
graphen als Quotienten eine Einheit, sobald zwei assoziierte Zahlen in der Reihe auftreten. 
Die Anzahl der nicht assoziierten e, die in der Reihe auftreten können, ist höchstens 


gleich der Anzahl der verschiedenen Hauptideale des Zahlkörpers, deren absolut ge- 
nommene Norm < [4*]. Diese wieder ist kleiner oder gleich der Anzahl der verschiedenen 
Ideale des Zahlkörpers, deren Norm < [4*]. 

Wir bemerken, daß wir in (10) vorsichtiger rechnen können und zum Schluß die 


ganze rationale Zahl N” im Nenner stehen lassen; dann erhalten wir 





* 
JatDm < A ‚gan _p. gan 
1 mus N i (1 BE 6)" 1 A 1 


wo B, zur Abkürzung eingeführt ist. Nach (8) ist N” < A*, also 


EEE 
u Per un 


’ 





Anstatt (12) erhalten wir 


4—1 
A)yı 1)yı 
En , 
e=u+l 


°) Siehe l. c. Anm. 1. 
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und wenn wir (10) noch einmal anwenden, aber unter Benutzung des vorletzten Ausdrucks, 
i—1 
£ Eds a B, j 


Wir erhalten zum ersten Male eine Einheit in der Form (16), wenn a ’ und eu ) assoziiert 
sind. Die Anzahl A — u der auf « folgenden ee kann höchstens gleich der Anzahl der nicht 
assoziierten Hauptideale mit Norm < A* sein; wir vergrößern weiter, wenn wir alle Ideale 
a mit Norm N(a) < A* berücksichtigen. Es ergibt sich 

By e_ ee Yyı A%* 


ıYı 
(€ı| 








= ; 
Bruce we [T®. s/1I N(a)- (1 — ') Yı 


0=u 
2,9) A* 
(22) log (l&ıl ') < lg (,— —)' (n u Vo + 0% N (a) ’ 
N(a) < A* bedeutet die Summation über alle verschiedenen Ideale des Körpers, deren 


Norm <= 4*., 
Wir folgen nunmehr der Arbeit L I von Hilfssatz 1 bis 4, S. 89—91. (Die Kenntnis 


der vorangehenden Teile von L I ist hierzu nicht nötig.) 
In Hilfssatz 1 zeigt Herr Landau, daß, wenn F(m) die Anzahl der Darstellungen 


einer positiven ganzen rationalen Zahl m als Norm eines Ideals in einem algebraischen 
Zahlkörper n-ten Grades und 7(m) die Anzahl der Darstellungen von m als Produkt von 
n positiven ganzen rationalen Faktoren bedeutet, 
F(m) <s T(m). 
In Hilfssatz 2 summiert er über alle m < x. Wenn H(x) die Anzahl der Ideale mit 
Norm < x bedeutet, so ist 


H(x) = 5 ‚Fim)s bi 2 T(m)=t(x) < zlog" "x + b,2log" "x +1, 


41 
m=1 =1 {1 
worin b, eine nur von n nich Zahl ist. 
In Hilfssatz 4 beweist Herr Landau 


ge L 1 n—1 n—2 
M(x) = 1% Na) = Sn z- leg “x +b,2-log "x + log. 


In diesen Bezeichnungen lautet (22) 


1 
log je" S log (, —,) (Rn — yı) HtA*) + M(Ar), 





Da dies für jedes beliebig kleine ö gilt, so ist auch 
1 


(n —1)! 
1 
ee n—1 A* =; n—2 Ak _ 

Sn ji“ log"-14* + b,A4* - log"? 4* = Q, 


wo b, nur von n abhängt und Q zur Abkürzung eingeführt ist. Es stimmt dies im wesent- 


A* - log"-14* + b,A* - log""?4* + log 4* 





108 (leıl") S M(4*)s 
(23) 


lichen überein mit dem Ergebnis (1) (LI S.95). Es war A* = vD . Für total reelle 
(2 ) 
Körper ist s = 0, also A* = YD; die Ergebnisse stimmen genau überein. Für nicht total 
reelle Körper ist 4* < |YD|. 
Außerdem haben wir ein System von r + s Einheiten gewonnen, bei dem jedesmal 
eine andere reelle Konjugierte bzw. ein anderes Paar konjugiert komplexer Konjugierter 











! 





n 


t 





Te ee 
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ausgezeichnet ist, derart, daß die ausgezeichneten Konjugierten absolut > 1, die übrigen 
Konjugierten <1 sind. Sie mögen mit 


(1) (2) 
er 


(r+3) 
1? 1 ’ 


€ 1 


bezeichnet werden. 

Es soll im übernächsten Paragraphen gezeigt werden, daß, wenn man aus diesem 
System eine Einheit fortläßt, ein System von unabhängigen Einheiten entsteht, d. h. von 
solchen, zwischen denen keine Beziehung 

r+s—1 
Z &ulog le) = 0 
mit reellen &,, die nicht sämtlich = (0, für alle r + s Konjugierten besteht. 
Genau wie am Schluß des vorigen Paragraphen schließen wir, da das e,, das (23) 


genügt, schon für ein endliches ö erreicht wird, 
l&| <1 für 2sv<sr-+s. 


Ss 3. 
Wir beweisen zunächst einen Hilfssatz aus der Determinantentheorie über eine 
spezielle Klasse von Determinanten, die auch Minkowski betrachtet hat 'P). 
Es sei 


4, >00 für s$A s= 2 duZ 
Wenn die Determinante D = |a,,|, so ist 


n n 
B:SDBEHL,. 
m 1 x—=1 


In Worten lautet 

Hilfssatz 2: In einer Determinante seien außerhalb der Hauptdiagonale alle Glieder 
negativ oder O, die Hauptdiagonalglieder positiv oder 0, und zwar überwiegend, so daß die 
Zeilensummen noch positiv oder O sind; dann ist die Determinante größer oder gleich 0, 
und zwar größer oder gleich dem Produkte der Zeilensummen und kleiner oder gleich dem 
Produkte der Hauptdiagonalglieder. 

Wir werden diesen Satz als spezielle Folgerung aus folgendem formalen Deter- 
minantensatz erhalten. 

Hilfssatz 2a: Es werde formal b,, = 0 gesetzt und eine Determinante gebildet, in dei 


a, = —b, für «#4, = 8 + 2b, 


Denkt man sich diese Ausdrücke in die Determinante eingesetzt und diese nach den s, und 
den b,, entwickelt, wobei die b,, nicht vorkommen, so entsteht ein Ausdruck für D mit folgen- 
den Eigenschaften: 

1. D enthält kein von den s, freies Glied. 

2. D enthält das Glied s) Sg ** "Sn - 

3. Bezeichnet 


II = U (5, +, 2.5.2) 


das formal gebildete Produkt der Hauptdiagonalglieder, so kann man D durch Streichung 
geeigneter Glieder aus II erhalten, woraus unmittelbar folgt, daß D nur positive Glieder 
enthält. 


10) Siehe 1. c. Anm. 6. 
Journal für Mathematik. Bd. 165. 
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Beweis: Es bezeichne D, den von den s, freien Teil der Entwicklung von D, den 
man erhält, wenn man sämtliche s, = 0 setzt. In D, sind aber sämtliche Zeilensummen 
gleich O0, also ist D, = 0, d. h. sämtliche von den s, freien Glieder heben sich bei der Aus- 
rechnung von D fort. Das ist Behauptung 1. Um die Behauptung 2 zu beweisen, setzen 
wir sämtliche b,, =0. Man erhält die Determinante einer Diagonalmatrix, die gleich 
S18Sg2 *"S„1st. Dies Produkt kommt also in der Entwicklung von D vor. 

Die Behauptung 3 soll durch Induktion bewiesen werden. Man ordne D nach den 
Produkten der s,, ebenso /7. Behauptung 3 wird also bewiesen sein, wenn gezeigt ist, 
daß der nur von den b,, abhängige Faktor irgendeines Produktes s,, 5%, * * 'Sa,, worin 
% <&g < +" <0o,, in D durch Streichung von Gliedern aus dem entsprechenden Faktor 
in // entsteht. s, sg * * *s„ kommt sowohl in D wie in // vor. Die von den s, freien Glieder 
in // sind sämtlich zu streichen, da sie in D nicht vorkommen. Es bleibt der nur von den 
b,, abhängige Faktor von $,, Sa, "Sa, füri sp=<sn—1inDzu vergleichen mit dem 
entsprechenden Faktor in /7. Der Faktor in D ist gleich der Hauptunterdeterminante 
von D mit den Zeilen und Spalten ß,, fa, -.. , ß, , die von den &,,%g, . . . , % verschieden 
sind, mit p+g=n, in der die s,, = 0 gesetzt sind. Von dieser Unterdeterminante, 
die D,, heißen möge, wollen wir zeigen, daß sie von gleichem Typus wie die gegebene 


Determinante ist. Es ist 


n p q i 
"Be Po we ® = 2b, On +28, Be 7 20, Ba 
Es ist die Zeilensumme in D,, 
g q 
a Fi Fee 79 Fa ee 5 


Die Summen s;, treten hier an die Stelle der Zeilensummen. Wenden wir nun die für 
kleinere Grade als n bereits bewiesene Behauptung 3 an, so ergibt sich, daß D,, aus 
dem entsprechenden Teilprodukte von //, daß wir I7, nennen wollen, durch Streichung 
von Gliedern entsteht. In /7, sind die alten s,, gleich 0 gesetzt. Ihre Rolle übernehmen 
jetzt die Summen s;,, die also zunächst in D,, und in /7,, wie ein Buchstabe zu be- 
handeln sind. Die Aussage, daß D,, aus //, , durch Streichung von Gliedern entsteht, 
bleibt aber richtig, wenn man die s;, wieder in ihre einzelnen Summanden auflöst. Es ist 


1I 


0,4 


q q q n 
ui (55, +,2,8,.8,) -=u (20,2) i 
Das ist aber der von den s, unabhängige Faktor genau des Produktes s,, Sa, * * ' Sa, in JI. 


Da der Satz für n = 1 richtig ist, so ist damit für den ganzen Ausdruck D bewiesen, daß 
er aus. dem Ausdruck /7 durch Streichung von Gliedern entsteht. Hieraus folgt insbeson- 
dere, daß D nur positive Glieder enthält. 
In Hilfssatz 2 werden solche Determinanten betrachtet, für die s,>0, b,, 
dann ergibt sich aus Hilfssatz 2a unmittelbar: 
0SSS5'mSDSaıl'' "Am: 


IV 


0; 


Hilfssatz 3: Wir wollen nunmehr folgende Aufgabe behandeln: In einem Raume 
mit nr Cartesischen Koordinaten seien m Punkte 
N Te 
gegeben, wobei m < n, deren Koordinaten als Vektoren vom Nullpunkte aus geschrieben 
seien. Es bestehe zwischen ihnen keine Relation 
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U + RU, + + om Um = 0 
mit reellen &,, die nicht sämtlich = 0, d. h. die von den m Vektoren bestimmte, durch den 
Nullpunkt gehende Hyperebene hat nicht weniger als m Dimensionen. Die ganzzahligen 
Verbindungen 

y=dU + le + + ImUm; 
wo die x, ganze rationale Zahlen, definieren ein Punktgitter &. Dieses Punktgitter sei 
eine Teilmenge einer Punktmenge 9, die im gleichen m-dimensionalen Raum liegt, d. h. 
in der Form 

sehr tet +. u, 


mit reellen E darstellbar ist, sich durch Addition und Subtraktion reproduziert, d. h. 


wenn 
1<d, »<d, 
so ist auch 
uta<d, 
die außerdem keinen Häufungspunkt im Endlichen besitzt. Dann soll der an sich be- 


kannte Satz noch einmal bewiesen werden, daß die Punktmenge 9 ebenfalls ein Punkt- 
gitter ist, für das sich eine Basis aufstellen läßt, so daß sämtliche ;< 9 sich darstellen 


lassen in der Form 

5 —=1,d, +1,d, + Br + Lin On . 
Hierin sind die d,,0,;,...,„ die Basisvektoren von 9, die L,,ta,...,f„ sind ganze 
rationale Zahlen. Dann ist 


m 


(24) 0, = 2 eu Un -» 
n= 


Wir stellen uns die Aufgabe, eine solche spezielle Basis tv, zu finden, daß, wenn 
2 


iv, = BR? Un 
die ö,, absolut möglichst kleine Zahlen werden. 
Unter allen Punkten 3< 9, die die Form haben 
(25) z=-&u 
wo &, > 0 eine reelle Zahl, muß es einen mit kleinstem £, geben. Wäre das nicht der Fall, 
so würden sich die Punkte von 5 gegen den Nullpunkt häufen. Es sei also v,< 9, 
dv, = Pulli, 
wo ß,,> 0 der kleinstmögliche Wert. Ich behaupte, alle 3< 5 von der Form (25) 
sind von der Form 
(26) ; td, 
mit ganzzahligem i,. Angenommen, das sei nicht der Fall; es sei 
j=unbi<d, 
wo r, nicht ganzzahlig. Dann sei 
t, <r, <t +1, 
also 
(27) O<ny—t<i. 
Dann ist 
3 —ıhbı<9; 
hd, ud dd = th) = ln —t)Pultı - 
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Wegen (27) ist aber | 

<< (tr <-t)Pı<Pu» | 
was der Definition von ß,, widerspricht. Es sind also alle 3< $ von der Form (26) mit 
ganzzahligem t,. Speziell ist also auch 





u, u (1b ; 
11 
WO C,, eine positive ganze Zahl. Es ist also 
B 1 
Be 
Cı 


die Reziproke einer positiven ganzen Zahl. 
Es sei bereits bewiesen, daß sämtliche Vektoren 3< 9, die sich in der Form 


; sh tet ru 
mit reellen &, darstellen lassen, sich auch darstellen lassen in der Form 
;z-140d, +6%,+°-° + 1,0, 
mit ganzem rationalen i,, so daß 
eo 
D, ih Bes Us ’ 


und ß. > 0 die Reziproke einer ganzen rationalen Zahl. Dasselbe soll für » + 1 bewiesen 
werden. Es sei 


(28) ; sh tet tut Eurıları - 
Es sei x, eine ganze rationale Zahl, so daß 

(29) SH <%rnt1 für e = 1,2... +1; 
also 

(30) 0z28,—-2.,=n,<1;, 


wo n, zur Abkürzung eingeführt ist. Dann ist 
=; u ng ul — Lurıları < D 
wo t zur Abkürzung eingeführt ist. Also ist wegen (28) 
r=nÄu B= Nn,U, +: 4 nu, 2 Nyrıları ’ 
Wegen (30) gehören sämtliche r einem beschränkten Gebiete des Raumes an. Es kann 
also nach der Voraussetzung die Punktmenge 9 nur endlich viele r enthalten. Es sei 


unter diesen endlich vielen r ein solches ausgewählt, für das n,,,> 0 einen kleinstmög- 
lichen Wert hat. Dieses heiße 


Dur au; Purı,ılı 2 Pur. %r r da: Par u ” Para Yazı ö 
Es soll gezeigt werden, daß für alle 5 von der Form (28) ,,, ein ganzzahliges Viel- 
ist. Angenommen, das sei nicht der Fall, so sei 
ra Parı,ur ” ur . ur + N Burı,ur 
mit ganzzahligem i,,;,, also 


faches von ß,,, .+ı 


(31) 0< Sur = ur ßarı,n+ı < Purarı 5 
Dann wäre | 
5) PEN ‚ 4 u. 4 

(32) _ Alta Eur Parı u: $, u, r Eu, + r ur Yarı ’ ; 
worin 
(33) ur - Su _. Eur Pur,.a+ ‚ 





it 


n 
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also nach (31) 
(34) 0 < ar < TER n 
Definiert man für oe =1,2,...,a zu &/) die ganze Zahl x) und den Rest n, analog (29), 


(30), so wäre 


2 m | a ’ ’ 
v=nW+tnlg+ +7,U, + 5, ur - 
Die Existenz eines derartigen t’ würde wegen (34) der Definition von ß,,,„;. wider- 
sprechen. Es ist also 
(35) ur ” rıßurnarı ’ 
wo i,,, eine ganze rationale Zahl. Dann wird in (33) &,4, = 0, also in (32) 


ö — ds .- gu, y Eu, se Eu, =; , 
wo zur Abkürzung eingeführt ist. Nach dem für bereits bewiesenen Satze ist aber 
’-hd #0, +. 14,0, 
mit ganzzahligen t,, mithin 
5 =hrı ur 45 hd +5 4 du tr ları Das » 


Setzt man speziell 3 = U,;,, So wird in (28) &,,,=1, also nach (35) 


au+l 
m Cu+l,a+ Purıurı ’ 


wo c eine ganze rationale Zahl. Mithin ist ß, die Reziproke einer ganzen 


au+l,u+1 ı+1,ua+1 
rationalen Zahl. Damit ist der Satz für » + 1 bewiesen. Da er für « = 1 bewiesen 


ist, gilt er allgemein für vu =1,2,...,m. 

Wenn speziell ß, = 1, so können wir b=U, wählen, d.h. P. = 0 setzen für 
o<p. 

Wir können an Stelle der v, neue Basisvektoren tv, einführen durch die ganz- 
zahlige unimodulare Staffelsubstitution 


1 
WD; -& Yo v, 
wobei 
y,=1. 


Es sei formal P. = 0,9. = 09, später ö, = 0 für eo > A. Diese Größen werden tat- 
sächlich nicht gebraucht. Es ist 


Ä o Ä 
(36) iv, =2, = Ya Po U, =. 8, ; 
worin 
j 
(37) = Erbe - 


Man erhält also die m, auch aus den u, durch eine Staffelsubstitution. Speziell ist 
= Yaßfa ha: 
Die Koeffizienten der Hauptdiagonale bleiben also ungeändert. 
Wir wollen nunmehr über die Y,, für o <A so verfügen, daß die ö,, absolut 
möglichst klein werden. Es sei zunächst o = A —41; dann ist 


641-1 = Ya P._.1- + Yaßıı-ı » 
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Hierin können wir über die ganze Zahl y,,_, so verfügen, daß 


1 
1, ,—| = a Pı-,-ı ‘ 


Es seien für 1—1>0o>0o bereits die Ya ganzzahlig so bestimmt, daß 
1 
16,,| S F} Bye e 
Dann soll y, „_, ganzzahlig so bestimmt werden, daß 
1 
(38) |ö4o-ıl > 2 Bo-1,0—1 . 
Es ıst nach (37) 


4 
6, 0-1 = 29% u Ps ° 
Die Glieder der Summe rechts liegen bereits fest; über y,,_, kann man ganzzahlig 
so verfügen, daß (38) erfüllt ist. Wenn ö. = Ba = 1, so lassen wir 
w= = , 


also 
Öoa = 0 für o<o. 

Wir haben mithin erreicht: 

(39) Os = 0 für o>o; 

(40) ög = » >E, 

Coe 

WO Ca eine positive ganze Zahl. 

Wenn ö. = 1, so Ist 

(41) Öga = 0 für 0 <o; 
wenn öo& 1, so Ist ö. S = A 

(42) PORN für o <o. 
Es ist 

/ 5 

(43) Us = 200 1m; ’ 


hierin sind die c,, ganze rationale Zahlen, weil &<9, d.h. die u, durch die m, 
ganzzahlig ausdrückbar. Geht man zu den Determinanten U und W der Vektoren- 
systeme u, und i, über, und setzt man die Determinante der 

| Cor | =( ‘ 
so folgt aus (43) 
j U=CW. 
Daß (43) durch Auflösung der Gleichungen (36) entsteht, daß die c. ebenfalls eine 


Staffelmatrix bilden, daß ca = - 


FR werden wir im folgenden nicht benutzen. 
AA 


s4 
Die Hilfssätze des vorigen Paragraphen sollen dazu benutzt werden, die Existenz 
eines Fundamentalsystems von Einheiten zu beweisen, d. h. eines Systems vonr +s —1 
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Einheiten, als deren Potenzprodukte mit ganzen rationalen Exponenten, die positiv, 
0 oder negativ sein dürfen, sich jede Einheit des Körpers auf eine und nur eine Weise 
darstellen läßt, bis auf einen Faktor, der gleich einer Einheitswurzel des Körpers ist. 
Hilfssatz 3 gestattet, die absoluten Beträge sämtlicher Konjugierter sämtlicher Ein- 
heiten eines geeignet ermittelten Fundamentalsystems nach oben und unten abzuschätzen. 
Hilfssatz 2 liefert eine Abschätzung für den sogleich zu definierenden Regulator. Bei 
diesen Abschätzungen können wir uns entweder, wenn wir keine idealtheoretischen 
Hilfsmittel benutzen wollen, nur auf $ 1 berufen oder mit idealtheoretischen Hilfs- 


mitteln auf $ 2. 


Wir setzen 
log (\&” |”) = W*; 
dann ist 
(44) MH N 0. 
Hierbei seien e” solche Einheiten, bei denen 
1e 9] <A für v#u, 
Pa >34 ür vu, 
die wir früher ausgezeichnete Einheiten nannten, so daß also 
(45) | ei al an 
er >0 für u=v. 


Wir bilden jetzt die Determinante 
L= || u,v=1,2,..,‚r+s—1. 


(Anstatt r + s könnte auch irgendein anderer bestimmter Index <r + s fehlen.) Und 
zwar seien die Logarithmen sämtlicher untereinander Konjugierten in eine Zeile gesetzt. 
Es sind wegen (45) die Hauptdiagonalglieder > 0, die übrigen Glieder < 0, die Zeilen- 
summen sind wegen (44), (45) fürr+s#v 


Die Determinante Z erfüllt also sämtliche Voraussetzungen des Hilfssatzes 2. Es ist 
mithin 

ea eich 
—1 ( r+s?! — u M 


u 


Es ist also O<_L. Es war nach (45) 0< I ’ 
(u) 


„ar 
nach (21) in $ 4, 
iR 
nach (23) in $ 2. Wir erhalten also 
(46) Ls pP" 
nach $ 1, 
(47) L< 0" 
nach $ 2. 


Es sei Z, irgendeine Einheit des Körpers, die keine Einheitswurzel sei, Ö,,...,£, 


ihre Konjugierten. Wir setzen 











176 Remak, Abschätzungen von Fundamentaleinheiten und Regulator. 


(48) log (|£,|”) = m, ; 
dann ist 
(48 a) m tm +‘ +ma=0. 
Die Gleichungen 
r+s—1 
(49) 2 de _ m, 


„2 
sind für »=1,2,..,r +s—1 wegen L> 0 eindeutig auflösbar. Es ist dann von 


selbst 
r+s—1 r+s—1 r+s—1 r+s—1yr+s—1 


Mı +. = — „2 m, = — z 2 vg _ u y ., 
u v=1 


A 
= Et ww ) z m m, 


(49) ist also für den kehinden Index von selbst erfüllt. Gehören die m, zur Ein- 


(49a) 


heit Z,, so gehört wegen (48) m, + m, zu &ı 5. Betrachten wir das endliche Ge- 
biet, das wir erhalten, wenn wir in (49) die £” der Beschränkung 
0< gi) <4 


unterwerfen, so sind die m, in diesem Gebiete beschränkt, also die sämtlichen Kon- 
Jugierten, also ihre elementaren symmetrischen Funktionen, die ganze rationale Zahlen 
sein müssen. Es kommen also nur endlich viele algebraische Gleichungen in Betracht, 
von denen nur endlich viele Gleichungen Einheiten unseres Körpers liefern. Wenn 
wir durch die m, Punkte in einem r + s-dimensionalen Raume definieren, so de- 
finieren die 4’ ein System & von Vektoren [” des Hilfssatzes 3 mit r+s—1 un- 
_ abhängigen Vektoren. Die m,, die zu sämtlichen Einheiten gehören, definieren ein 
System 9 von Vektoren m, das © enthält, sich mit reellen Koeffizienten &£” durch 
die [”” ausdrücken läßt, sich durch Addition und Subtraktion reproduziert und in jedem 
endlichen Teilgebiet des Raumes nur endlich viele Punkte enthält. Auf das System 
9, das zu sämtlichen Einheiten gehört, läßt sich also Hilfssatz 3 anwenden. Wir er- 
halten also ein System von ren 


(1) (r+83—1) 
I, 


Wir setzen 
(50) log (9, 


9” |”) u (u) 


v 


derart daß für sämtliche Einheiten £,, wenn die m, durch (48) definiert sind, 
(51) m, = a") 1 5® DL... ated et) 


fürv=1,2,...,r+s—1, wo die x) ganze rationale Zahlen sind. (51) gilt auch 
für den tchlenden Index r + s, wie analog (49 a) bewiesen wird. Nennen wir die durch 
die r/” bestimmten Vektoren ı”, so können diese in Hilfssatz 3 an die Stelle der 


tw, treten, während an die Stelle der u, hier die (” treten. Wir können also die 
r“ durch Gleichungen analog (36) bestimmen 


A 
(52) W= 2 r . 
wobei die ö,. den Bedingungen (39), (40), (41), (42) genügen. Aus (52) folgt 
; 
(53) = 26.0”. 


‘ 
| 
\ 
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Mit Rücksicht auf (45) kann man (44) schreiben 
m un 2 Vaud 


wo 2’ nur über die /* mit »+ u läuft. Hieraus folgt 
(54) Lett, 
für v»# u und trivialer Weise für » = u. Wenn ö,, =1, so ist wegen (41) 
a 


also wegen (54) 
(55) Ir] —- er <Pp, 


y 


Wenn ö,=#1, so ist in (40) c,=+1, also 


(56) wa ut 

Aus (42) folgt 
| 1 _1 en r 

(57) SS, IS für o<#. 

Wegen (56) gilt (57) auch für oa =4. Also ergibt sich aus (53) 
- 4 } 
|< 0,170) » _ 
SEI SEZP-ZP. 

Wenn 422, so ist im Falle ö,, = 1 wegen (55) 


r?|<Pp< A p. 


‘ 


Wir können also ein solches Fundamentalsystem finden, daß 


(58) LE, 
und 
|< 4 

= 2 

Wenn r+s—1 =1, gibt es nur eine Fundamentaleinheit, für die (58) gilt. Anstatt 
P kann unter Benutzung von $ 2 überall Q geschrieben werden. Für ein geeignetes 
Fundamentalsystem sind also durch (58) und (59) die absoluten Beträge sämtlicher 
Konjugierter sämtlicher Einheiten nach oben und unten abgeschätzt. 

Die Determinante r + s — 1-ten Grades 

R= 

heißt der ARegulator !) des Körpers. Wenn wir anstatt der r + s-ten Konjugierten 
eine andere, z. B. die o-te weglassen wollen, so haben wir in R sämtliche übrigen Spalten 
zur o-ten Spalte zu addieren und erhalten in der o-ten Spalte die Zeilensummen, die 
wegen (48a) gleich den negativ genommenen r + s-ten Konjugierten sind. Der Re- 
gulator kann also durch Fortlassung einer anderen Konjugierten höchstens das Vor- 
zeichen ändern. Ebenso wechselt bei Übergang zu einem anderen Fundamentalsystem 
die Determinante R höchstens das Vorzeichen. Nach der Schlußbemerkung in Hilfs- 
satz 3 ist 


(59) Ir P für 2SiAsSsr+s +1. 


L=CR 
mit ganzem rationalem C. Mithin ist nach (46) 
IR] < L < pri u (Ary"tr s—1) : log’ "=" A* 





11) Siehe z. B. Hecke, Theorie der algebraischen Zahlen, Leipzig 1923, S. 131. 
Journal für Mathematik, Bd. 165. 23 
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oder nach (47) 
r+8s+1 


Risizse""- (ai A* -logr-14* + b,A* -logn-2 4%) 


worin 4* = yD| war. Damit ist der absolute Betrag des Regulators nach oben ab- 


(5) 
geschätzt. 


Es soll nunmehr gezeigt werden, daß mit Hilfe des Fundamentalsystems 


(1) (2) (r+8s—1) 
9 „® 


do 
und der im Körper vorhandenen Einheitswurzeln sich jede Einheit Z, des Körpers 


eindeutig darstellen läßt. Es seien die r“ ’ durch (50), die m, durch (48) definiert. 


Setzt man 


(1) (2) (r+s—1) „erts- 1) 


(60) gr = ME a 9 =t' 


1 1 1 
wo die x” durch (51) definiert seien; setzt man ferner 


=: 
so ist wegen (51) 
(61) log|o,| = 0 oder |e,| =1 fürv=1,2,..,r+s. 
Es soll gezeigt werden, daß eine ganze algebraische Zahl des Körpers, deren sämt- 
liche Konjugierte den absoluten Betrag 1 haben, eine Einheitswurzel ist. Es ist z.B. 


' n 
9: +5; ++, Sslallsl+tlallgi+t-- +191111=(5)- 


Da die elementaren symmetrischen Funktionen der o, ganze Zahlen sind, so kommen 
für sie nur endlich viele Möglichkeiten in Betracht; für die A-te elementare sym- 


n nn — n RN n 
metrische Funktion 2( 3 + 1 Möglichkeiten, nämlich ( .) positive, ( .) negative 
Zahlen und die 0. Die Zahl der Möglichkeiten ist also < N, wo 


-,Al2(' )+1l<,24(% )<urt em 


Sämtliche Potenzen von o, müssen ebenfalls den Bedingungen (61) genügen, also unter 
den Wurzeln der endlich vielen Gleichungen vorkommen, sich also bei fortgesetztem 
Potenzieren wiederholen. Also ist 


also 
m<satm<sN. 


Diese sehr ungünstige Schranke für den Grad der in einem Körper n-ten Grades vor- 
kommenden Einheitswurzeln erhält man ohne Benutzung der Irreduzibilität der Kreis- 
teilungsgleichung. Wenn man diese benutzt !?), so muß, wenn oe, eine primitive m-te 
Einheitswurzel ist, o, einer irreduziblen Gleichung „(m)-ten Grades genügen, also 





\2) Siehe z. B. die Arbeiten sämtlich in der Math. Zeitschr. 26 (1927), S. 442—444 von Späth, 29 (1929), 
S. 462 von Landau, S. 463 von J. Schur. 
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o(m) in n aufgehen. Es sei o, =e“, hierin sei A der kleinste positive Wert, der 
eine im Körper vorkommende Einheitswurzel liefert. Es sei o/ = e@ irgendeine Ein- 
heitswurzel im Körper; dann behaupte ich, daß 4’ =y/A, wo y eine ganze ratio- 
nale Zahl. Angenommen, das sei nicht der Fall, so wäre 


yA<\Y<(y+1)4, 


(62) 0<VY—yA<A. 
Dann wäre 
—y __ ,W—y) 
I 
im Körper enthalten, was wegen (62) der Definition von A widerspräche. Es ist also 
md: 


Das gilt speziell für A’ = 2, da 1 =e”” im Körper enthalten. Es ist also 
ni = mli u. 27 0” g er 2 Pe u 
m 
Es läßt sich also jede Einheit Z, des Körpers darstellen in der Form 
„= 4 " 0 ) 
wo £, durch (60) definiert ist. Die Darstellung ist eindeutig, da die Darstellung durch 
(51) eindeutig ist. 





Eingegangen 15. Februar 1931. 
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Ein dem Vitalischen analoger Satz für analytische 
Funktionen von mehreren Veränderlichen. 


Von C. Caratheodory in München. 





1. Der Vitalische Satz besagt bekanntlich, daß eine Folge von Funktionen f,(z), 
die in einem Gebiete G einer normalen Familie angehören, in diesem Gebiete gegen eine 
analytische Funktion f(z) stetig konvergieren, sobald die Konvergenzpunkte der f,(z) 
einen Häufungspunkt im Inneren von G besitzen. Die Quelle dieses Satzes ist die Tat- 
sache, daß die Nullstellen einer nicht identisch verschwindenden analytischen Funktion 
isoliert liegen. Dies trifft aber für analytische Funktionen, die von mehreren Ver- 
änderlichen abhängen, nicht mehr zu, und so scheint das Unternehmen, den Vitalischen 
Satz auf diese Funktionen zu übertragen, zunächst aussichtslos zu sein !). 

Wir werden aber sehen, daß es möglich ist, abzählbare, gegen einen Punkt O kon- 
vergierende Punktfolgen im 2n-dimensionalen Raume der komplexen Zahlen (z,,..., 2.) 
zu konstruieren, die so irregulär sind, daß jede Funktion f(z,,...,2n), die in O ana- 
Iytisch ist und in allen diesen Punkten verschwindet, identisch gleich Null sein muß. 

Für Funktionsfolgen {f,}, die in jedem Punkt einer derartigen Punktmenge 
{P,„} konvergieren und in einer Umgebung G von O normal sind, kann natürlich der 
Vitalische Satz ohne weiteres übertragen werden. 

Um nämlich zu beweisen, daß in jedem Punkte von G stetige Konvergenz der 
Folge stattfindet, braucht man nur zu beachten, daß, wenn dies nicht der Fall sein 
sollte, aus {f,} zwei Teilfolgen ausgesondert werden können, die gegen zwei nicht 
identische Grenzfunktionen 9(2,,...,2„) und %(2),...,2„n) konvergieren. Dies führt 
aber zu einem Widerspruch, weil die Differenz 9 — y in G analytisch ist und in 
jedem Punkte der Folge {P,} verschwinden muß. 

2. Die Konstruktion unserer Folgen {P,„} soll nun schrittweise erfolgen. Wir 
werden annehmen, daß wir im Raume der (z,,...,2„) eine Folge {P,„} von Punkten 
schon konstruiert haben, die folgende Eigenschaften besitzt: 

a) Sie konvergiert gegen den Anfangspunkt O der Koordinaten. 

b) Jede in O reguläre analytische Funktion f(z,, . . -, 2») ist identisch gleich Null, 
sobald sıe ın allen Punkten 

Pu Pury-:»« 
unserer Folge verschwindet, wobei N eine beliebige hinreichend große natürliche Zahl 
bedeutet. 

Hierauf werden wir im (2rn + 2)-dimensionalen Raume der (x, 2,,...,2») eine 
Folge von Punkten {0;} konstruieren, die genau dieselben Eigenschaften für diesen 


!) In der grundlegenden Abhandlung von G. Julia, Sur les familles de fonctions analytiques de plusieurs 
variables, Acta Mathem. 47 (1926), S. 53—115 wird auf S. 57 unten ohne Beweis das Gegenteil behauptet, was 
offenbar nur durch eine Unachtsamkeit zu erklären ist. Gegenbeispiel: f„(z, y) = («— a„)y, wobei die a, alle rationalen 
Punkte der Strecke 0 < 2< 1 durchlaufen. 
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Raum besitzt. Da nun für n =1 jede beliebige Folge von Punkten {P,„}, die aus 
Punkten besteht, die alle von O verschieden sind und gegen O konvergieren, die obigen 
Bedingungen befriedigt, ist das Gelingen unserer Konstruktion für jedes n gewähr- 
leistet. 

3. Es sei also im Raume der (z,,...,2„) eine Folge {P;} gegeben, die die oben 
geschilderten Eigenschaften besitzt. Wir nehmen ferner an, daß alle Punkte Pyx-ı, 
Py+2,... der Folge {P,} im Polyzylinder 

(3.1) |3;| <A j=1,...,n) 
enthalten sind. Bei gegebenem A ist dies stets der Fall, wenn man die natürliche 


Zahl N hinreichend groß wählt. 
Nun bezeichnen wir mit {f} die Familie aller in (3.1) regulären analytischen 


Funktionen f(z,, . . -, 2n), die außerdem in diesem Gebiete der Bedingung 


(3.2) sI<ı 
genügen und in den g aufeinanderfolgenden Punkten 

(3.3) Pxr+1, Pn+z --» Pn4a gZz1) 
verschwinden. 


Wir bezeichnen mit #,(#,g) die obere Grenze der absoluten Beträge aller Funk- 


tionen von {f} auf der Punktmenge 
(3.4) |2;| ur j=1..,%) 


Die Familie {ff} ist normal und abgeschlossen; es gibt also eine Funktion f,(2;) unserer 
Familie sowie einen Punkt £\”,.... ., £ auf der Punktmenge (3.4), für welche 


(3.5) NED... 0) = u, (R,g) 
ist, 

Nun ist nach unserer Konstruktion 

(3.6) ux(R,g+1)<sunrtlk,g), 


so daß die uy(R, g) mit wachsendem g gegen einen Grenzwert w konvergieren. 

Die Folge der Funktionen f,(z;) ist ihrerseits normal in (3.1); sie enthält daher eine 
Teilfolge I» $aa;  , für welche immer q,,,> q, ist und die gegen eine Grenzfunktion 
fo(213 - - -,2n) in jedem Punkt von (3.1) stetig konvergiert. Bezeichnet man also mit 


E _ £*) die Koordinaten irgendeines Häufungspunktes der Punktfolge er ME nn 
so muß 

(3.7) AH.) =w 
sein. Andererseits zeigt unsere Konstruktion, daß die Funktion /,(z;) in allen Punkten 
der Folge Py+1, Pnız,... verschwinden muß. Nach Voraussetzung ist also /,(z;) iden- 
tisch Null, so daß auch » verschwinden muß. Wir haben daher das Resultat 

(3.8) lım u,(R,g) =0. 


g=x 
4. Wir wollen mit Hilfe der Überlegungen des letzten Paragraphen im Raume der 
(X, 213. ..,2n) die Punktmenge {0;} bilden, deren Existenz zu beweisen ist. 
Hierzu nehmen wir eine beliebige Folge x,, £), ... von komplexen Zahlen, die den 
Relationen 


1 ' 
(4.1) 0<|z,|<- (p =0,1,2,...) 


2? 








182 Caratheodory, Ein dem Vitalischen analoger Satz. 


genügen. Ferner bestimmen mir eine monoton wachsende Folge von natürlichen Zahlen 
N, derart, daß für alle 


k>N, 
sämtliche Punkte ?P; der Punktmenge {P;}, die wir im $ 3 betrachtet haben, im Inneren 
des Polyzylinders 
1 

(4.2) Iz;| < op 
liegen. 

Endlich bestimmen wir eine Folge von natürlichen Zahlen N,, die folgenden drei 
Bedingungen genügen: Erstens soll 


(4.3) I<H,<N,<... 
‚sein; zweitens ist für jedes positive p 
(4.4) N,=N;; 
drittens sollen mit den Bezeichnungen des vorigen Paragraphen die Ungleichheiten 
(4.5) Ay„(0 Np+1ı — N,) < ap |? 
für jedes p erfüllt sein, falls man der Reihe nach 
(4.6) MO TERN 
setzt. 


Nun behaupte ich, daß die Folge {Q;} die behauptete Eigenschaft besitzt, falls 
wir die Koordinaten der Punkte 0; wie folgt bestimmen: 


Q;= (1, P;)) für ISSN, 
(4.7) | Q;=(,P)) für N,+1=S7JS Nr 
(p =1,2,...) 
9. Es sei nämlich die Funktion f(x, z,, . . ., 2) regulär im Anfangspunkt der Koor- 
dinaten und daher auch regulär in einem Polyzylinder 
(5.1) zl<o, |s]|<o Gul,..4,8). 


Es sei p, irgendeine natürliche Zahl, die der Bedingung 


(5.2) <p 


9Po 
genügt. Wir nehmen an, f(x, z2;) verschwinde in allen Punkten Q,, für welche / > N,, ist. 
Es ist zu beweisen, daß diese Funktion identisch Null ist. 


Wir bezeichnen mit M das Maximum von |f(x, 2;)| auf der Punktmenge 
1 1 
(9.3) el= an: | = 
und wählen ein beliebiges System von n komplexen Zahlen Z£,,..., £„, die nur der einen 
Bedingung 








1 
(5.4) I&]| = gpe+i j=1,...,n) 
unterworfen sind. 
Für jedes p > p, Ist die Funktion 
. _ Ha Zu - + +» Zu) 
(9.5) 9,29: 2,) = uw 
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regulär im Polyzylinder 
1 | 
(5.6) |2i| < ar G(e1,....8); 
außerdem ist dort |p,| <1, und nach (4.7) verschwindet p, in allen Punkten ?, für 
welche N, +1= 7 = N,4+ı Ist. 


Nach unserer Konstruktion ist daher wegen (4.5) 
al 
und also auch 
(5.7) Man ind <(M +) mp P- 
Nun kann man im Polyzylinder (5.1) die Funktion f(x, z;) folgendermaßen darstellen: 


(5.8) Fe - £ al u. 
Falls nun nicht alle Zahlen a;(£;) verschwinden sollten, so sei a,,(£;) diejenige mit kleinstem 
Index, die nicht Null ist. Es gibt dann eine positive Zahl o von der Eigenschaft, daß 
für |x| <o stets 
\am(&)! - |a”| <2| fm, &)). 
Für sämtliche hinreichend großen phat man hiernach, wenn man (5.7)berücksichtigt, 
\aml&)| <2(M +1) im,|P®, 
und dies ist eine Ungleichheit, die sich mit |a„(£;)| # 0 nicht verträgt. 
Für alle Zahlenkomplexe (£,, - - -, £n), die der Bedingung (5.4) genügen, und für alle 


natürlichen Zahlen m ist also immer a„(£}, - » -,&n) = 0, und dies ist nur dann möglich, 
wenn alle au(2,, - - -,2„) identisch verschwinden und daher, wie wir beweisen wollten, 


2,21 ..,2)=0 
ist, 


München, den 28. Februar 1931. 





Eingegangen 2. März 1931. 
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Über einige Abschätzungen von Erwartungswerten. 


Von R. v. Mises in Berlin. 





In der Wahrscheinlichkeitsrechnung hat man es oft mit der Aufgabe zu tun, den 
sog. Erwartungswert einer Funktion bei beliebiger oder nur wenigen Bedingungen unter- 
worfener Verteilung abzuschätzen oder Beziehungen zwischen solchen Erwartungswerten 
aufzusuchen. Im folgenden sollen teils einige bekannte Formeln neu abgeleitet und 
erweitert, teils auch bisher unbekannte, die bei verschiedenen Anwendungen von Nutzen 
sein können, aufgezeigt werden. 

Das allgemeine Problem läßt sich wie folgt fassen. Es sei W(x, y, 2,...) eine reelle, 
nicht-negative, total monotone, nie abnehmende Funktion der reellen Veränderlichen 
X, Y,2,..., so daß für jedes durch zwei Punkte x, > X, Ya > Yı, 22 > 21, - - - bestimmte 
Intervall das Stieltjes-Integral [dW definiert ist und einen nicht-negativen Wert besitzt. 
Über den ganzen Raum erstreckt sei 


(1) faw =1, 
demnach 
(2) WI- 0», — 0, — 0,..)=0, W(%,@»,o,..)=1 


Ist nun f(x, y, 2,.....) eine stetige, entweder beschränkte oder (je nach dem betreffenden W') 
nicht zu stark unendlich werdende Funktion, so existiert das Stieltjes-Integral 


erstreckt über den ganzen unendlichen Raum, und wir nennen es den „Erwartungswert von 
f bezüglich der Verteilung W“. 

Alle Integralzeichen ohne Hinzufügung von Grenzbezeichnungen sollen in Hinkunft 
Integration über den gesamten unendlichen Raum bedeuten. 

Unsere Aufgabe ist es, für gegebene f und durch irgendwelche Vorschriften einge- 
schränkte W obere und untere Schranken für &(f) zu finden. Z. B. kommt als Bedingung 
vor, daß W nur Wachstumstellen im Gebiet 2 >20, y>20,220,... besitzen darf, dab 
also W verschwindet, wenn auch nur eine der Variablen negativ ist. Häufig sind von W 
die „Mittelwertkomponenten“ 

(4) a=[zdW, b=/[ydW, c= J[zdW,... 
und die Matrix der „Streuungskomponenten“ 

(5) = fr — a)?dW, R= fr — a)(y—b)dW, = f(y—b)’dW,... 
gegeben. 

In der Wahrscheinlichkeitsrechnung kann man W(2,, 41,21...) deuten als die 
Wahrscheinlichkeit dafür, daß für das erste Merkmal x des Kollektivs die Ungleichheit 
x < x,, für das zweite die Bedingung y < y,, für das dritte2< z,,... erfüllt ist. Dabei 
muß man W so definieren, daß es an Sprungstellen gleich dem oberen Limes der Werte 
seiner Umgebung ist. — Für die Anschauung ist es auch bequem, sich W unter dem Bilde 
einer Massenverteilung vorzustellen: die Gesamtmasse 1 ist irgendwie, punktförmig, 
längs Kurven, auf Flächen, oder mit räumlicher Dichte über den unendlichen Raum 
oder einen Teil des Raumes ausgebreitet. 
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81. Folgerungen aus der Schwarzschen Ungleichheit. Momenten-Relation. 


Die folgenden Überlegungen sind bekannt und müssen nur des Zusammenhangs 
wegen wiederholt werden. Für reelle f und g besagt die Schwarzsche Ungleichheit 


(6) [Sfgawi?< [fdW - [g’dW 
oder in unserer Schreibweise (3) 
(6°) [Ei/ig)]* S Elf?) - Eie?). 


Wir wenden dies zunächst auf die absoluten Momente einer eindimensionalen Ver- 
teilung 

(7) M,= [|z"dW = &(|x])) 
an. Es kommt auf dasselbe hinaus, wenn wir x statt |x| schreiben und dafür festsetzen, 
daß W(x) =0 für z<0, d. h. die Wachstumstellen der Verteilung auf die positive 
Seite der x-Achse beschränkt sind. Jedenfalls sind alle M, nicht-negativ. Aus (6’) folgt 
daher, mit f? = »#, g? = x 
1 
j( 
Setzen wir In M, = F(x), so sieht man, daß F(x) im Innern des Bereichs, in dem es de- 
finiert ist, mindestens zweimal stetig differenzierbar ist. Nach der Taylorschen Formel 
hat man daher 


(8) M,+.S VM,.M,„ In M,+.S In M,+1In M,). 


> [le +) + Fe—o)] — Fa) = £ [Pe + 910) + Pe Bao) 


mitO<®#<1A. Danach (8) die linke Seite für kein noch so kleines & negativ sein kann, 
so folgt, daß auch F’’(x) nicht-negativ ist: Die Linie, die In M, als Funktion von v dar- 
stellt, ıst nach unten konvex. 

Aus der Konvexität ergibt sich sofort die oft abgeleitete Beziehung (die aber den 
Inhalt von (8) nicht erschöpft): 


(9) In M, > In M, 
v [7 
da die Kurve F(x) nach unsern Festsetzungen über W(x) durch den Nullpunkt geht. 
Die Kurve kann sich nach beiden x-Seiten ins Unendliche erstrecken oder auf einer Seite 
oder auf beiden Seiten vertikale Asymptoten bzw. Grenztangenten besitzen. 
Die Überlegung ist auf mehrdimensionale Verteilungen unmittelbar zu übertragen. 
Setzen wir — unter der Voraussetzung, daß W nur im Gebiet nicht-negativer x, y, 2,... 


Wachstumstellen besitzt — 
(10) Mu... = Sey7...dW = Eryr...), 
so ergibt (6’) 


für v»> u; v, u&+0, 





(11) M,, + % Bı + Ba Yıt Ya ER > VM.. BPıYı*** M,, Bıyı**» 


> 


_ u -_ 


Denkt man sich In Mas,... als Funktion von a, ß, y,... aufgetragen, so besagt (11), 
daß jeder „‚Vertikalschnitt‘‘ durch die Fläche eine nach unten konvexe Kurve liefert. 
Die Hyperfläche, die In M,5,... als Funktion von &, ß, y,... darstellt, ist nach unten 
konvex. Hieraus kann man verschiedene Formeln ableiten, die (9) analog sind. 

Weitere Beziehungen zwischen den Momenten erhält man, wenn man in (6) für / 
und g irgendwelche Polynome, statt einfacher Potenzen, setzt. 

Zwei einfache Folgerungen aus (6) sollen hier noch besonders angemerkt werden. 


Sind von zwei Funktionen f, g ihre Mittelwerte und Streuungen bekannt, nämlich 
Journal für Mathematik. Bd. 165. 24 
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(12) S[fdW = a,, SgdW = a,; 4 — a)dW =}, fe — )”dW = $ 


so hat man 





(12°) St — a) (g — 4,)dW = SigdW — aya,, 
daher, wenn f— a, für f und g— a, für g in (6’) eingeführt wird: 
(13) | Elfe) — Ef) Ei)! Ss sı$2- 








Der Erwartungswert eines Produktes unterscheidet sich von dem Produkt der Erwartungs- 
werte höchstens um das geometrische Mittel der Streuungen. Handelt es sich um einen 
Quotienten f:g, so setzen wir voraus, daß der Erwartungswert a, des Nenners von 0 
verschieden ist, und der Betrag von f:g den Höchstwert Ä besitzt. Dann ergibt die 
Identität 








durch Integration 
1 
«()-2 - JS (g — 9,)?dW — ; „ SfdW — aa], 
2 
daher nach (13): 


ef) 

. Le ) El) 7 
Diese Ungleichheit werden wir —— ($ A) für den Fall f = 1 noch verbessern. 

Die zweite Bemerkung bezieht sich auf den Fall, daß von der eindimensionalen 
Verteilung W(x), die nur bei <= 0 Wachstumstellen besitzt, ihr Mittelwert und ihre 
Streuung von vornherein gegeben sind: 

(15) f[zdW =a, fie — a)?dW = s. 

Da jetzt mit M,=A, M, =a, M, = a?” +s? drei Momente bekannt sind, ergibt die 
Konvexität von In M, obere und untere Schranken für M,im Bereich » = Obis 2, u. zwar 


Ks3H+S + s182 2 


az 








s? 
a (1 +55) <M,<e für 0 <v<i 
(16) s? v‚—1 
e<Mm,<e(l+, füri<v<2 
Z.B. gilt für » = = 
(17) Ya _—— s Er) <ya, 
TE: 
also bei kleinem s? : a? 
j s? =. a 
(17) Val! —,,)< &yz2)<ya, 


während die oft anzutreffiende Behauptung E(Yx) sei bei kleinem s? „annähernd“ 


” 2 
Bl jeder Begründung entbehrt, solange W(x) nicht spezialisiert wird. Besitzt 
822 gr g g 


z. B. W je einen Sprung von der Höhe pin x =0 und x = 2a und einen Sprung 1 — 2p 
inz = a, so wird s® = 2pa® und der genaue Wert 


Eye) - ya(t— s sa) 


ist verschieden von dem angeblichen he wie klein auch p und damit s? wird. 
Hierzu vgl. a. $ 5. 
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S 2. Verschärfung der Momenten-Relation durch Gauß. 


Es ist klar, daß man die aus der Schwarzschen Ungleichheit fließende Momenten- 
Relation im allgemeinen nicht verschärfen kann. Denn das Gleichheitszeichen gilt in (6) 
immer (dann und nur dann), wenn W eine einzige Wachstumstelle besitzt. 

Gauß !) hat eine vom Standpunkt der Fehlertheorie interessante Spezialisierung 
von W in Betracht gezogen; und zwar soll — im eindimensionalen Fall — W(r) eine mit 
wachsendem x nicht zunehmende Ableitung w(x) besitzen. Hierbei ist wieder 2 > 0, 
vorausgesetzt, doch kann W an der Stelle z = 0 einen Sprung besitzen, so daß [wdx 6 
wird (Fehler von größerem absoluten Betrag haben geringere Wahrscheinlichkeit). Für 
diesen Fall gibt Gauß ohne Beweis die Ungleichheit 5M, > 9M?, die mehr besagt als (9). 
Einen Beweis hierfür lieferte Krüger 1896 und G. Faber ?) bemerkt hierzu: ‚Es ist er- 
staunlich, daß dieser einfache und merkwürdige Gaußsche Satz erst mehr als ein 
halbes Jahrhundert nach seiner Veröffentlichung mit einem Beweis versehen wurde.‘ 
Er selbst gibt für die schon von Winckler 1866 aufgestellte Verallgemeinerung 


1 1 
(18) [((» +1) M,] e [(u + 1) M,„]* für v> u>0 
einen Beweis, der sich auf eine Reihe von — an sich recht interessanten — Hilfssätzen 


über die Nullstellen von ‚„Polynomen‘‘ mit nicht-ganzzahligen Exponenten stützt. 
Tatsächlich läßt sich mehr als (18) fast ohne Rechnung als ein einfaches Korrollar 
zu den Sätzen von $ 1 gewinnen. Denn mit dW = wdx folgt durch Produkt-Integration 


(> —1): 
| i ı gp+1 Pr 1 nr 
(19) H,= [vwd = a w(x) er —4/® tldw. 
Das Integral rechts ist definiert, da w nach Voraussetzung monoton ist. Der erste Teil der 
rechten Seite von (19) verschwindet, wenn M, existiert, weil dann w mit x > © stärker 
gegen 0 gehen muß als x”’-! und mit 2 —0 entweder endlich bleibt oder schwächer 
wächst als x””-!. Ist w(0) endlich, so setzen wir 


dw i u 
(20) m w(0) — dW,, V ı(0) = , also fa 1 - S. 
so daß 
(21) („+1)M, = w(0) [a’t!dW,. 


Diese Gleichung besagt, daß (» + 1) M, bis auf einen positiven, von » unabhängigen 
Faktor gleich dem (» + 1)-ten Moment einer anderen Verteilung ist. Nach $ 1 ist also 
In [(v + 1) M,] eine nach unten konvexe Funktion von (» + 1), demnach auch von ». 
Spricht man die Konvexitäts-Eigenschaft für die drei Punkte mit den Koordinaten 
0, M, =1; w(u +1) M,; »v, (v +1) M, aus, so erhält man (18) analog (9), und zwar 
für alle v»> u> —1 (nicht nur > 0). 

Ist w(0) nicht endlich, so muß es doch einen positiven Exponenten & (höchstens 
» +1) geben, für den [x*dw endlich ist. Wir setzen dann an Stelle der ersten Gl. (20) 


' x dw , 
20) [dw =dW,, 
erhalten statt (21) 
(21’) (v +1) M, = konst. [art!-=dW, 


wobei konst. > 0, und können hieraus die gleichen Schlüsse ziehen wie aus (21). 





1) Gauss, Theoria combinationis observationum, Art. 4. 
®) G. Faber, Stzber. d. Bayr. Akd. d. Wiss. Math. phys. Kl., München 1922, S. 7—21. Hier auch die Zitate 
von Krüger u. Winckler. 


24° 
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Damit ist (18) für alle »> „> — 1 bewiesen. Man sieht aber leicht ein, daß M, 
für v» <— 1 nicht in Betracht kommt. Denn damit ein solches M, existiert, müßte 
w(0) = 0, also, da w nicht zunimmt, w identisch O0 sein. Es ist somit gezeigt: Für ein- 
dimensionale Verteilungen, deren Dichte nach außen nicht zunimmt, bildet In [(v +1) M,] 
als Funktion von v im ganzen Definitionsbereich eine nach unten konvexe Linie. 

Der Gaußsche Satz gestattet auch eine Ausdehnung auf mehrdimensionale Ver- 
teilungen, wenn man entsprechende Annahmen über deren Dichte macht. Z.B. ergibt 
sich für 2 Dimensionen durch Produkt-Integration 


M. = [Sy wdedy = az Erz dx dy 


1 ow 
nn +12,B+1____ 
ae 


sobald w(x, y) mit seinen Ableitungen im Unendlichen hinreichend stark verschwindet. 
Fu 
0x 0y 


(22) 





Ist also - ständig nicht-positiv, so verhält sich (x + 1) M,; wie ein Moment, ist 


stets nicht-negativ, so gilt dasselbe von dem Produkt (x +41) (8? +41) Ma u. =. f. 


$ 3. Anwendung des Schwerpunktsatzes. 


Sind f(u), g(u) monotone Funktionen und so beschaffen, daß in einem Cartesischen 
Koordinatensystem die Linie x = f(u), y = g(u) konvex nach unten ist, so kann man 
vom Schwerpunkt einer positiven Belegung auf der Linie aussagen, daß er nicht unterhalb 
der Kurve liegt. Ist also g(u) 0 und [pdW>0, so gilt für die Schwerpunkt- 
Koordinaten der Belegung pdW 


se u EEE 
SpodW Ep)’ fpodW  Kip) 
daß n Z g(u*), wenn & = f(u*), mithin 


(23) Ep) 2 Ep): glu*) bei Elfp) = El pP) Fu*). 
Die Voraussetzung der Konvexität und die für g lauten: 











(23°) eg’ — 7 g" > 0, p > 0 ; 


Wendet man dies — unter der Annahme u > 0 — auf die Momente an, indem man setzt 


Y(u) = ur, (u) = ur, g(u) = u’, 
so erhält man 


(24) M,.,Z M, Fa)" bei v(v— u)>0. 


Dies ist wieder die in $ 1 abgeleitete Konvexität der (logarithmierten) Momentenkurve. 
Andere Beispiele, Ausdehnung auf mehrdimensionale Verteilungen usf. können hier 
übergangen werden. 


$ 4. Ein weiteres Verfahren. 

Es scheint, daß die in $ 1 und $ 3 angedeuteten Methoden nicht ausreichen, um 
die für die Anwendungen wichtigsten Abschätzungen zu liefern. Jedenfalls hat sich 
zur genauen Eingrenzung der Momente mit negativen Exponenten der folgende Gedanken- 
gang bewährt. 

Um — zunächst im Eindimensionalen — eine obere Schranke für &(/) zu finden, 
wähle man ein g(x) > 0, für das der Quotient f :g nach oben konvex ist. Es gibt dann 
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zu jedem & ein x derart, daß 


Ma) MO) ur 
a et 9). 
Verfügt man über £ derart, daß 
dW 
(26) fa —HgdW =0, E = Sen | 
so folgt aus (25) 
ft£& 
(27) Elf) "7 Ei). 


Sind z. B. die Wachstumstellen von W auf den Bereich > c > 0 beschränkt, so kann 
man. bei geeignetem f 
g=1r—c 
wählen, so daß mit den Bezeichnungen (15) 
M‚—cM, ®+s—a m 


a BR. is. 2 ee... EEE 
Cum Er =; . a—c ut 
durch Mittelwert a und Streuung s? der Verteilung bestimmt wird. Ist zudem f(c) = 0, 
so wird in der Ungleichheit (27), die jetzt lautet 
(29) VDE RR ED ET 
=S:_, u jr 


das Gleichheitszeichen erreicht, wenn die Verteilung h nur zwei Wachstumstellen aufweist, 
nämlich die Sprünge 
2 u 
u I bei x=c und a r beiz=E. 
Eine hinreichende Bedingung für die Anwendbarkeit von (29) besteht darin, daß 
außer f(c) = 0, f’(c), f’’(e) endlich, auch f’’(x) s 0 für > 0 gilt. Denn es folgt dann 
aus der Identität 





2 
Zu )’ = en =(r— ce)’ fe), 
daß der Ausdruck in der eckigen Klammer, der für x = c verschwindet, or wachsendem r 
nur abnehmen kann, daß also die zweite Ableitung des Quotienten f : (e— c) niemals 
bei <> 0 positiv wird; somit ist hier f:g konvex nach oben. Aus (2 hi folgt &>0, 
weil notwendig a > c. 


(x — 


‘ Alle Voraussetzungen treflen zu für 





(30) fiz2) = — bei v> 0 oder —2<vr<—1 
und hierfür liefert (29) und (28) 
s? (a — . 
m) &(; Su: + 2le ” (a? + ®— ac)" 


Die genau gleiche Überlegung zeigt, daß wenn die Wachstumstellen von W zwischen 
zwei positive Zahlen c, <c, liegen, der Erwartungswert beiderseits durch analoge 
Ausdrücke eingegrenzt wird: 

Für positivev, wie für alle zwischen —1 und —2 gelegenen » bleibt das (—v)-te Moment 
einer Verteilung, die nur im positiven Intervall c,,c,; Wachstumstellen besitzt, in den 
Grenzen 
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1 s? (a — ,)’*” | 
u (a— co”? +81 (+82 —ac E . (z) 
1 (ae — u)” 
= (a — c)” +s Pe (a +? — - } 


Beide Grenzen können erreicht werden, wenn die Zahl Fi Wachstumstellen von W sich 
auf 2 reduziert. Geht c, gegen oo, so geht bei » > 0 das linke Außenglied der Ungleichheit 
in a” über, den Wert, der aus der allgemeinen Momenten-Relation (Konvexität des 
Dreiecks M,, M,, M,) folgt. 


Ist » eine ganze Zahl, so hat es auch einen Sinn, nach den Schranken von &(-,) 


unter der Bedingung zu fragen, daß die Wachstumstellen von W(xz) nur der Forderung 
|ze]|>c unterworfen sind. Man sieht leicht, daß für das f(x) aus (30) die aus (25) mit 
g=x-—c für 2>c folgende Ungleichheit 


(33) fa) <! j cd) +: — ed) mie) 


bei positivem & auch für x Ss — cgilt. Denn F(x) stellt die Parabel dar, die die Linie /(r) 
in x = c schneidet und in x = E berührt. Da f(x) monoton abnimmt, hat F(x) fürr <c 
nach links wachsende Werte, ist also für x < — c sicher größer als f(x), das hier immer < 0 
ist. Bei ungeradem » besteht (33) auch für negative &, da dann die Parabel F(x) bei 
x > c nach rechts wachsende Werte aufweist; somit gilt (32) für ungerade » auch unter 
der erweiterten Voraussetzung || Sc mit ,=6, % = —.c. 

Besitzt W(x) Wachstumstellen nur für |xz| = c, so gilt für positiv-ganze ungerade v 




















1 e (a — c)rt? 1 - BE end. A 
un (a+c)?+s? re c)’ r (a +5? + ac)’ =M_”s (a—c)? +s2le ' (a +52—ac)' 
Für » =1 erhält man aus (34) 
s? — ac— c? s®+ac— ce? 
j. —e(@ titel) > ar °(, un 


was offenbar mehr besagt als die aus (14) mit f=1, e° =g,K=1:c folgende Ungleichheit 


e(4)-1|< 


Aus (34) und (35) kann man leicht Sätze über die Koeffizienten von Polynomen 
mit lauter reellen Nullstellen gewinnen. Denn stellt man sich unter W die Verteilung vor, 
die an den Stellen &,, X, . . ., %„ Sprünge von der Größe 1 :n besitzt, so gilt für die — 
reell vorausgesetzten — n Nullstellen von 


= La +07? + mV + = 0 


nach bekannten Formeln der Algebra: 


“. 








a = — 22, =— nEle) = —na 
Bi : 
2 





58 2 2 n 2 2 
2, =; n°a (a + s?) 





An L, 











Demnach liefert (35), sobald bekannt ist, daß alle vu > c: 
2£ % Kr (a, + nc)? |< se je — — ne” 
2; R x a— 20-4. EM =, Fan re 3 


Die Grenzen sind unter gewissen Ensslin erreichbar. 
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Auch auf mehrdimensionale Aufgaben ist die Methode anwendbar, etwa indem 
man Funktionen f(x, y) betrachtet, für die 


f(x, y) 
+ ßx+ yy 


konvex ist, so daß man den Ansatz (25) darauf sinngemäß übertragen kann. 





$ 5. Verteilungsfolgen mit Verdichtung. 

Gewisse in der Praxis gelegentlich schon verwendete Formeln (von denen ein Spezial- 
fall am Schluß von $ 1 erwähnt wurde), lassen sich in der folgenden Weise begründen: 

Man betrachtet eine unbegrenzte Folge von Verteilungen V,(z), V;(x), V3(&),. - -, 
die in noch näher zu bestimmender Weise gegen eine Verteilung, die nur an einer Stelle 
z =. eine Stufe von der Höhe 1 besitzt, konvergieren. Wollte man annehmen, daß 
die V„(x) differenzierbar sind, so würden die „Dichten“ dV„(x) : dx als Funktion von x 
betrachtet die „Verdichtungserscheinung‘“ anschaulich zeigen: sie würden überall außer 
bei x = a gegen 0, hier aber gegen © gehen derart, daß der von der Kurve und der 
z-Achse eingeschlossene Flächenraum den Wert 1 dauernd behält. 

Wir wollen jedoch nicht die Differenzierbarkeit von V„(x) voraussetzen, dafür aber 
eine bestimmte — später noch etwas zu erweiternde — Art des Grenzüberganges. Es 
sei einerseits eine Verteilung W(x) gegeben, die den Mittelwert a und die Streuung s? 
besitzt andrerseits je eine Zahlenfolge a,, a3, @3, . . .; S7, 52, s2,..., von denen die erstere 
gegen a, die zweite gegen 0 konvergiert: 

(37) nu u... +0. 

Die Folge der V„(x) sei nun definiert durch 

(38) V.(n)=Wi(z) mit ” — . —- 

Es entsteht also die Linie V„(z) aus W(x) durch Verschiebung in der z-Richtung um 
Q„— a und Zusammendrängung der Abszissen im Verhältnis s„ :s. Man erkennt sofort, 
daß a„ und si Mittelwert und Streuung von V,„(x) sind. 

Um den Erwartungswert &,(f) einer Funktion f bezüglich der Verteilung V,„(z) 
abzuschätzen, nehmen wir an, f(x) sei wenigstens dreimal stetig differenzierbar und 
setzen an 


(39) Fan) = Fan) + (in — an) San) +5 (in — an)? f” (an) +5 (man fe’), 


wo x’, wie bekannt, ein zwischen a, und x, gelegener Abszissenwert ist. Durch Integration 
über dV„(x„) erhalten wir 


1 1 2 ' 
(40) Ef) = Man) +0 + D3 f’(a,)sa + m a Fa) AValan)- 
Für das letzte Integral rechts kann zufolge (38) auch geschrieben werden 
3 
(40) Sm an) 7”) WE) = 3 | (a — a) fe) aWea). 


Alle weitere Überlegung beruht auf der Annahme, daß das Integral 

(40”) fix— al?f”(a’)dW (a) 
eine von n unabhängige obere Schranke besitzt. Unter dieser Voraussetzung liefert 
(40) zufolge (40’) die Limes-Aussage 


(41) Kan 5 [&n — fa) — 5 3]"(a)| = 0 


no» 
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die man kürzer als „asymptotische‘‘ Formel schreibt: 


(41) Ef) = Far) + 537" (@) 


Um diese Formeln, also im wesentlichen die Beschränktheit von (40), sicher- 
zustellen, muß man noch zusätzliche Annahmen über das Verhältnis von W(x) und f’”(x) 
machen. Ist z.B. |f’”’(x)| beschränkt, so genügt etwa die Forderung, daß W(x) ein end- 
liches absolutes drittes Moment [|x — a|?dW(x) aufweist. Ist andererseits der Bereich 
der Wachstumstellen von W beiderseits im Endlichen begrenzt, so genügt es, daß f’’’(x) 
bei x = a endlich und stetig ist. Ein allgemeinerer Fall ist der, daß f’”’(x) eine Majorante 
p(x) besitzt 

I’@)|s pl), 
für die [|e—a|? p(x) dW(x) existiert wobei (x) mit wachsendem | — a| niemals 
abnimmt. Die Bedingungen können auch kombiniert werden. 
Will man z. B. (41’) auf f = Yx anwenden, so kann man etwa annehmen, daß W (x) 
nur für 20 Wachstumstellen besitzt. Dies reicht aus, da f’”’(xz) für x 2a be- 


schränkt, für x sa die Verteilung begrenzt ist. Die am Schlusse von $ 1 erwähnte 
Behauptung ist damit als asymptotische Formel 


« “= 

(42) EYE) Vün— g ge Vün 
für große n, also kleine s} sichergestellt; aber dabei bleibt das Wesentliche, daß der 
Übergang zu kleinen s? durch affine Transformation (Zusammenziehen der Abszissen) 
aus einer regulären Verteilung erfolgt, nicht wie im Beispiel am Schluß von $ 1 durch 
einen beliebigen andern Prozeß. 

Der hier angedeutete Gedanke ist verschiedener Erweiterungen und Modifikationen 
fähig. Man kann z.B. die Entwicklung (39) schon beim zweiten Glied abbrechen und 
erhält 


[L/(2) — an)]? = (an) (a — a)? + Fl) FÜ) (na m) +''.. 


Unter analogen Voraussetzungen wie früher ergibt Integration über dW,(x,„) asymptotisch, 
d.h. bis auf Glieder höherer Ordnung in s? 


(43) Et Lflan) — Han)]”} — Plan) -sa- 
Die linke Seite unterscheidet sich von dem Erwartungswert der Größe [f(x,.) — &.(f)]?, 
den man als ©tr„(f) „Streuung von f“, in bezug auf W„ zu bezeichnen pflegt, nur um 


[&.(f) — f(a„)]® und dies Quadrat ist nach (40) von der Größenordnung st, so daß für 
(43) auch 

(43°) St) - Plan) 5; 
geschrieben werden kann: 

In einer Folge von Verteilungen, die durch unbegrenztes Zusammenziehen der Ab- 
szissen aus einer festen Verteilung hervorgehen, gilt — unter gewissen Einschränkungen 
für fund W — für Erwartungswert und Streuung von f die Gleichung (41’) und (43’) asymp- 
totisch für kleine s}. 

Weiter kann man sehen, daß das Erfülltsein von (38) nicht für alle n notwendig ist; 


es genügt, daß die V„(x„) gegen Verteilungen konvergieren, die aus W(x) durch sukzessive 
Zusammenziehung der Abszissen hervorgehen. Man kann statt (38) 


(44) Vol) = We) mir FI —S 
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setzen, wobei W,(x), W;(x),... gegen die feste Verteilung W(x) mit dem Mittelwert a 
und der Streuung s? gleichmäßig konvergieren. Es gelten dann immer noch die asymptoti- 
schen Formeln (41’) und (43’), wenn a, und s? Mittelwert und Streuung von V„(x) be- 
deuten und verlangt wird, daß an Stelle von (40’’) das Integral 

(45) S 1x — al?!’ (@’) AW(z) 
eine von n unabhängige obere Schranke besitzt. Diese Verhältnisse liegen vor bei den 
Limes-Verteilungen, zu denen die beiden Fundamentalsätze der Wahrscheinlichkeits- 


rechnung!) führen; hier ist W’(x) = = e-* und für f(x) kann beispielsweise jedes Poly- 


yrı 
nom gesetzt werden. 

Schließlich kann der Gedankengang auf mehrdimensionale Verteilungen ausgedehnt 
werden. Man erhält unter analogen Voraussetzungen für die Verteilungen V„(x,, Yn) 
und die Funktion f(x,, y.), wenn die Mittelwert- und Streuungskomponenten von V,„(2,, Yn) 
analog (4) und (5) mit a,, b„; si, Rn, 4 bezeichnet werden, die Ableitungen von / mit 


fon Jay un: 


(46) En(f) - lan, dn) + . [sn Jzz(Qn, dn) + 2Rnfzy (An, dn) + I fvv (An, dn)] 


und mit der gleichen Annäherung 

(47) Stwntf) — Sn Fz(an, bn) + 2 Rn Fz(an bu) Fulanı Dr) + In Fulan, bu). 
Beide asymptotische Formeln gelten nur, wenn die Verteilungen V,, Va, V3,... durch 
affıne Transformation, nämlich durch Zusammenziehen der Abszissen in derx- und in 
der y-Richtung, entweder aus einer festen Verteilung W(x,y) oder einer Folge gegen 
W(x,y) gleichmäßig konvergierender Verteilungen hervorgehen. 

Beispielsweise ergibt (46) und (47) für /=x:y, wenn die Wachstumstellen von 
Vn(&n,y) auf > 0, y> 0 beschränkt sind und b„ > 0: 





./Ix u. Ti, | 
ie EEE 
(48) &( y ) b„ + b: b„ In R, 
und 
x 1 | „ 4% a; | 
9 . DUn\ u A Tr tr; . 
(49) Str =) ale rt 
Setzt man f = x” y“, so erhält man aus (46) in 
a er—l)s, „,„ Rn , ala—1) in 
(50) CE, y)-abn 1 + 5 a3 + vu a 5 b2 





ein weit über die Ergebnisse von $ 1 hinausgehendes Resultat. Es gilt aber nur asympto- 
tisch für Folgen von Verteilungen ganz bestimmter Art. Auch im mehrdimensionalen 
Fall gilt, daß die Grenzübergänge, zu denen die „Fundamentalsätze‘‘ führen, gerade 
die Voraussetzungen erfüllen, die hier für das Verhalten der V„(x,y) in (44) gemacht 
werden. 

Mit dem Problemkreis dieses Paragraphen hat sich am ausführlichsten G. Bohlmann 
beschäftigt 2); doch scheint es, daß er nicht zu den entscheidenden Ergebnissen gelangt ist. 


!) Vgl. R.v. Mises, Math. Zeitschr. 4 (1919), S. 1-97. 
2) G. Bohlmann, Math. Ann. 74 (1913), 341—409. 





Eingegangen 10. März 1931. 
Journal für Mathematik. Bd. 165. 








194 


Zur Variationsrechnung, 


Zweite Mitteilung!). 
Das isoperimetrische Problem. 


Von Leon Lichtenstein in Leipzig. 





Variationsprobleme sind besonders geartete Randwertaufgaben. Bei vorgeschriebe- 
nen Grenz- oder Randbedingungen sind hier Funktionen zu bestimmen, die vorgegebenen 
Integralen extremale Werte erteilen. Es liegt darum nahe, sich bei Behandlung der Varia- 
tıonsprobleme derjenigen Methoden zu bedienen, die in der Theorie der Randwert- 
aufgaben ausgebildet worden sind. Dieser Weg führt bei dem einfachsten Problem der 
ein- oder mehrdimensionalen Variationsrechnung von selbst auf diejenige Form der 
Jacobischen notwendigen Bedingung, die in dem besonderen Falle der Minimalflächen 
zuerst von H. A. Schwarz in einer berühmten Abhandlung angegeben worden ist ?): 
Der kleinste positive Eigenwert der durch einen Parameter erweiterten Jacobischen 
Differentialgleichung muß > 1 sein ?). 

Die vorliegende Arbeit beschäftigt sich mit dem isoperimetrischen Problem bei 
einfachen Integralen in der vor-Weierstraßschen Fassung. Für die erweiterte Jacobische 
Differentialgleichung tritt jetzt eine mit einem Parameter behaftete Integro-Differential- 
gleichung ein. Die der Untersuchung der zweiten Variation entspringende für das Ein- 
treten eines Extremums notwendige Bedingung lautet jetzt: Der kleinste positive 
„nicht triviale‘* Eigenwert A, der vorerwähnten Integro-Differentialgleichung muß > 1 
sein. Gilt hier das Zeichen >, so liegt ein schwaches Extremum vor. Istsaber A, =1, 
so müssen Glieder höherer Ordnung herangezogen werden. Es gelingt wie in der ersten 
Mitteilung eine unbegrenzte Folge einerseits notwendiger, anderseits hinreichender Kri- 
terien aufzustellen. 

Das Verfahren läßt sich ohne Schwierigkeiten auf das isoperimetrische Problem 
in Parameterdarstellung sowie bei freier Begrenzung und, was wichtiger ist, auf zwei- 
und mehrdimensionale Variationsprobleme übertragen. Ich gedenke auf diesen Gegen- 
stand an einer anderen Stelle zurückzukommen. 





!) Man vergleiche hierzu L. Lichtenstein, Zur Variationsrechnung. Erste Mitteilung, Göttinger Nachrichten 
1919, S. 161—192. Zum Verständnis der folgenden Ausführungen ist die Kenntnis der ersten Mitteilung nicht erfor- 
derlich. 

2) Vgl. H. A. Schwarz, Über ein die Flächen kleinsten Flächeninhalts betreffendes Problem der Variations- 
rechnung, Acta societatis scientiarum Fennicae 15 (1885), S. 316°—8362; Gesammelte mathematische Abhandlungen, 
Band I, S. 223—269. 

®) Vgl. die erste Mitteilung, S. 169, und, was Doppelintegrale betrifft, die Arbeiten: L. Lichtenstein, Unter- 
suchungen über zweidimensionale reguläre Variationsprobleme. I. Das einfachste Problem bei fester Begrenzung. 
Jacobische Bedingung und die Existenz des Feldes. Verzweigung der Extremalflächen, Monatshefte für Math. u. 
Physik 28 (1917), S.3—51; zweite Abhandlung. Das einfachste Problem bei fester und bei freier Begrenzung, Math. 
Zeitschrift 5 (1919), S. 26—51. 
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sl. 


Es sei /(x) eine in dem abgeschlossenen Intervalle <a, b) nebst ihren Ableitungen 
erster und zweiter Ordnung stetige Funktion, und es möge R ein Gebiet in der Ebene 
x-y bezeichnen, welches das Linienstück y = /(x) ganz in seinem Innern enthält. Es seien 
weiter f(x, Y, y'), g(x, y, y’) zwei für alle (x, y) in R und alle y’ erklärte analytische und 
reguläre Funktionen ihrer drei Argumente. Indem wir unter y=y(z)(a<x<sb) ein 
Stück einer Kurve mit stetiger Tangente in einer Umgebung erster Ordnung von %(r) 
verstehen, und überdies annehmen, daß 


y(a) = yola), y(b) = Yo(b) 
gilt, mithin, daß y = y(x) die Punkte (a, y,(a)), (b, Y(b)) miteinander verbindet, setzen 
wir 
b b 
(1) Kyy = Shayy’)do, Kiy) = [ea y, y')de 


und fragen nach den Bedingungen dafür, daß die Funktion Y(x) dem Integralausdruck, 
in der Sprache des Funktionalkalküls, dem Funktional I{y} einen Extremalwert erteilt, 
wenn zur Konkurrenz Funktionen y(x) der soeben betrachteten Klasse zugelassen werden, 
die dem Funktional K{y} einen festen Wert erteilen, 


(2) Kiy} = [ea y, y’) de = Sg, 3, ) dr = Kiy). 

Es sei n(x) eine beliebige, nebst ihrer Ableitung stetige, für x =a und x = b ver- 
schwindende Funktion in (a,b). Wir schreiben, unter e einen dem absoluten Betrage 
nach hinreichend kleinen Wert verstanden, 


(3) AUn= Kö + em — Id} = elf) + If) + en) 4 
mit 
: i n.. e 
In} um fun + fyn’) de = fh, -z fv) nde, 
(4) I{n} = = mn? +2 Iwnm’ + Fvv nn?) de, 


fı = /y(2, 9, %'), bi = fu, 4, %),- -- 
und analog hierzu 
65) AK{n}=Kiy+ en — Ki} = eKfn + Kfm) te Kian)t oo. 


Es möge auch n(x) eine beliebige nebst ihrer Ableitung in (a, by erklärte stetige, 
für x = a und x = b verschwindende Funktion bezeichnen. Wir setzen zur Abkürzung 


Inn} SI, mi + Tl’ + nm) + Lynn) de, 
Kf{nny=3 S@,m +8,’ + nn) +8,,n'n) de. 
Augenscheinlich ist 


(6) 


(7) In, n} = In}, Kılm n} 2a Kan}, 
I{n +} = 1lfn} +2 lfm, n} + Idn}- 


Es wird keine Einschränkung der Allgemeinheit bedeuten, wenn wir annehmen, 
daß 7(x) dem Funktional / ein relatives Minimum erteilt, 


(8) I} = Si@, 4, W) des Sie, y, y’) de = It). 


Es sei n,(x) eine bestimmte, nebst ihren Ableitungen der beiden ersten Ordnungen stetige, 


in a und 5 verschwindende Funktion in (a, by, so daß 
2b* 
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Kl + 0 

ist. Funktionen n,(x) mit den verlangten Eigenschaften existieren gewiß, falls, wie wir 
es annehmen wollen, %(z) keine Extremalkurve von X {y} ist, mithin X,{n} nicht für alle n 
verschwindet. Es sei weiter 7, wie vorhin, eine beliebige in a und 5 verschwindende 
stetige Funktion in <a, by, die daselbst stetige Ableitung hat. Wir setzen 








(9) cent ym, y-ite=ütenteym 

(10) yzınmm)sptmetrmet, 
unter %9, Ygy %1 Ya, - . . geeignete Funktionale von n und = verstanden, und suchen y 
so zu bestimmen, daß für alle dem absoluten Betrage nach hinreichend kleinen e und alle 
unterhalb einer festen Schranke gelegenen ||, > die Beziehung 

11) AK = ekKtn tyny + e®Kftntymyte®Kftntymt = 0 


oder, was dasselbe bedeutet, 


(12) — Ktm3y = Kıtn) teKsin tym + Kin tym}t 
statt hat). Aus der allgemeinen Theorie nichtlinearer Integralgleichungen folgt die 
Existenz des Funktionals y von den verlangten Eigenschaften. Sie kann auf die einfachste 
Weise bsp. durch sukzessive Approximationen bewiesen werden. 

Es macht keine Schwierigkeiten, die Funktionale %,, %j, Y, usw. explizite zu 
bestimmen. Durch Nullsetzen der Koeffizienten der einzelnen Potenzen von e& in (12) 
finden wir nacheinander 


K,{n} + y Kılm) = 0, 


mithin 
ı. U ; - 

(13) Y% — Kfm) - .- K,{n} ne K,{m} 

und 
Y%ı Ktm} r K,fn + YoNnı} =0, 
darum 
1 

(14) BEER. K{in+ vom}; 

schließlich 
yYo+2K,;fn, N13Yı + 2 Kz{n}YoYı + Ktn + yon) =; 
d. h. 
Yo®+ 2K,tn + % N N1} Yı + Kint+yvm} =0; 

demnach 


2 1 
(15) %= RR | K,tn + Yonı) Katn + Yo N N} — p-; Kz{n + yon} - 





*) Der Ausdruck 2 AK stellt in der Bezeichnungsweise von Herrn Schmidt eine Integralpotenzreihe in 
€ 


N, =, N 2. edar. Vgl. E. Schmidt, Zur Theorie der linearen und nichtlinearen Integralgleichungen. III. Teil, 
Math. Annalen 65 (1908), S.370—399. Herr Schmidt bedient sich zur Auflösung der von ihm betrachteten nichtlinearen 
Integralgleichungen einer Majorantenmethode. Man vergleiche auch meine soeben erschienene Schrift, „Vor- 
lesungen über einige Klassen nichtlinearer Integral- und Integro-Differentialgleichungen nebst Anwendungen“, 
wo die Konvergenzbeweise von einem einheitlichen Gesichtspunkte aus durchgeführt sind. Den Existenzbeweisen 
liegt dort das Verfahren der sukzessiven Approximationen zugrunde. 
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Es sei, unter M eine feste Zahl verstanden, 





dn| 
(16) Z|<Mm 
"| dn ua 
Aus n(x) = Z dx folgt augenscheinlich 
‚dn 
(17) In|< FA. und |n| <M(b —.a), 
ferner 


T 7 x b 
d 8 dn\? dn\? 
18) 7 -([ az) </@) de | dx < (b — a) | (57) dx. 
Wir schreiben jetzt (12) in der Form 
19) — Ktnı} y = AK{n} + & [Kzfn + vn) — Kt) + &[Kstn + vn) — Kain] 4° 
= AK{n} + A{y, n) ey 
und bemerken, daß sich aus der allgemeinen Theorie wegen (19) leicht folgern läßt, daß 


für alle |e| < e, und alle (16) und (17) genügenden n 
(20) ıylsPßıldKfn}| (1 konstant) 


gilt. Beachtet man, daß 
b 
AK = | fen tg, )del, 8-8, 4 +den, VW tde),..., 0<d<I 


ist, so findet man jetzt unmittelbar wegen (17) und (20) 
b 


'd 
(21) visaf geld 


unter ß, eine Konstante verstanden, wie auch später unter ß3z, Pa, - - - 
Wegen (9), (17), (21) ist also gewiß 
b b 
d 2 
ı m. ©9< B | (4) dx. 


(22) t<af |; 


Ferner gelten wegen 








de du Pas 
die weiteren Ungleichheiten 
bh 
\ 'd dn d | 
un | =|<jatez Sa 


somit auch 


(23) fläle<afi: "dr, (5) da nf) dx 


und wegen (16), (22) und (22’) 
(23’) öIl<M,, rd <M, (M,, M, konstant). 
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Es sei weiter (vgl. (9) und (10)) 


(24) entyNnteY’n Yzy,+tew+t:':: 


gesetzt. Die Gleichung 


AK = eK,{n + yon + en} + e®Kfnt yon tePm}t+t:=0 
kann jetzt wegen K,{n + yonı} = 0 (vgl. (13)) nach Division mit e? auf die Form 


b 
— Kfm) P=Rı, Rı=b Sy + 28,80 + 8,,C%)de, 


4 Hr Eh, y + eBl'),--, 


- festen Schranke liegen, 
b 


FI <A, Sl lda + A fIeE’\da + Bf 2er, 


a 


mithin nach (22) und (23) einfacher 
b 
dn\? 
(25) 17 < Bro | (37) de. 


Wir gehen einen Schritt weiter und setzen 


26) Z=en+yMm+t eyım term 9Yı=smtept'.- 


. Die Gleichung 


AK = eK,{n + yonı + eyım + EPını) + EKatn + von + Em} + Kt + =0 
kann wegen (13) und (14) nach Division mit e? leicht auf die Form 


—K, {m} Pı m 2K,fn + Yon, Pr} + eK,{Pn} +R, 


mit 


b 
1 2 „a ‚. m. 
R, ii [Cem + 3 er Eyyy’ + 3L% m + Ü Ip) dx, 


A en un (9 + ed L, y + ed, €”), a 
gebracht werden. Man leitet hieraus ohne Mühe die Ungleichheitsbeziehung 


b 


(27) Al < Bu | (97) de 


ab. Ebenso ließe sich zeigen, daß 
b 


7%] < Bu | (27) ae, PY%,=-wHtept 


dı 
(28) ge 


1973| <Bu| (7) a, Y=-ytepgt+t:-- 


dx 


gilt, usw. 
Wir setzen zur Vereinfachung 
1 


(29) i=n+vm=n—-— Kılım, 
darum 
v. -t-  Klömtepmt 


0<9<1 
gebracht werden. Wegen (23’) ist nunmehr, da | uch url» |&,,| unterhalb einer 





0<9,<1 
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Wegen (13) und (17) ist augenscheinlich 


b b b 


d£\2 d dn,\2  /dn\ 2 
de, f Fe dt = f © Zn) / =) 
ı . dx T dx + Y dx dx —« Ba (z dx ° 


b 

e d 
30 < f m 
0) TE< En 2 
Es sei noch einmal daran erinnert, daß AK für alle durch (29°) gegebenen £ ver- 


schwindet. 
Wir bestimmen nunmehr für eben diese £ die Gesamtzunahme des Integralaus- 


druckes / 
(31) AZY=el{Y+ 2 LY+ Lfd +:--. 
Es gilt 





149 = 19 — — K{d It} + ((®)) 


1 & 
(32) I,{n} Te K,{n} I {m} _ — Kt} I, {nm} + ((e?)), 


unter ((e?)) die Gesamtheit der Glieder zweiten und höheren Grades in e verstanden, 


(33) 1,{3 = 1{9 + ((e)), 
und, mit 
1 
Pr I {n1} Er 


(34) AZ = ellhtn} — u Klo) + (I — u Kt + ((e)). 
Wir schreiben zur Vereinfachung 
(35) Ka, yy') = May y’) — ug, Y); 
L{y} = [Ua, y, y') dx 
und erhalten endgültig 
(36) Al = eL{n + Ltd + ((e))- 
Als die erste für das Eintreten eines Extremums notwendige Bedingung ergibt sich 
L{n} = Sun + ln‘) de = 0 
für alle in <a, b> nebst ihrer Ableitung stetigen, in a und 5b verschwindenden n(x) 
(die Eulersche Regel). Durch teilweise Integration ergibt sich jetzt in bekannter Weise 


die Eulersche Gleichung 


, %*%; De 
(37) WW =0 oder I” + hi Hr, = 09). 


Aus 
L,{n} = h{n} — u Kıfn} = 0 
folgt, sofern K,{n} # 0 ist, 


Demnach hängt u nicht von n, ab. 
Als eine zweite für das Eintreten eines (schwachen relativen) Minimums notwendige 


Bedingung finden wir 
(38) L{}=1{9-—ukRt}}20. 


6) Vgl. O. Bolza, Vorlesungen über Variationsrechnung, Leipzig und Berlin 1909, S. 462—463. Dort liegt 
der Betrachtung die Weierstraßsche Parameterdarstellung zugrunde. 
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Wegen (29) und (13) ist augenscheinlich K,{{} = 0. Andererseits läßt sich jede in < a, b) 
nebst ihrer Ableitung. stetige, in a und 5 verschwindende Funktion £ mit K,{f}=0 
gewiß in der Form (29) mit 7 = £ darstellen. Also besagt (38), daß die zweite Variation 


des Integralausdruckes L{y} für kein £, das nebst — in <a, b> stetig ist und die Beziehungen 


ka) = &(b)=0, K,fl}=0 


erfüllt, einen negativen Wert annehmen darf (Weierstraßsche Bedingung) ®). 
In bekannter Weise folgt hieraus vor allem, daß entlang der Extremalen 


jedenfalls /,» = 0 sein muß”). Wir nehmen im folgenden lyy > 0 an. 
Aus (37) folgt in bekannter Weise, daß die Extremale % in (a, b) analytisch und 
regulär ist. 


82. 


Wir wenden uns nunmehr einer Transformation des Ausdruckes L,{{}, die uns eine 
neue Fassung der Weierstraßschen Bedingung liefern wird, zu. 
Vor allem gibt eine teilweise Integration in bekannter Weise 


j ie... Er 1 | 24 d. 
L,{£} = ftint: + 2lyyr CE + lyy de = fin? + (ly -. ly)} de 
== 5 [ww — ku?) dx 
mit 
(39) p=ly; k= hy — Im u — ' 
und, indem wir 
(40) v,v, für n und n,, ferner X,{v} -/&-28,) vdx - [Graz 
dx 
schreiben, 
(41) u=0— AR)" (God, 
2L,{u} = f(pu’? — ku?) de = [pv?de —2 [pv'uidz en + (pui® dx (ee) 


— [kutdz +2 [kuv,dz BE: — [ku dx (orany 
oder wegen 


vn de = — Sv; Li „ (pvi) de, 8) 


din 2 
2L,{u} = [pV”de +2 fo4 — „ (pri) dr ford + [ pui? dx km — [ku dx 
[Svat 9 gm fJ Gvdt\? 
+ 2 [ kun, de  — Shure ( —) 





6) Vgl. O. Bolza, loc. eit. °) S. 472. 

?) Vgl. bsp. bei O. Bolza a. a. O. S. 472—473. Dort liegt, wie vorhin erwähnt, der Betrachtung die Weierstraß- 
sche Parameterdarstellung zugrunde. 

®) Da y nach Voraussetzung stetige Ableitungen der beiden ersten Ordnungen hat, so besitzt p gewiß eine 
stetige Ableitung erster Ordnung. 
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kürzer 
(42) 2L,{u} = [pv” de — [ku?de + [[N(z,t) v(x) v(t) dx dt 
mit 
RA een Li LTE 'on ee: ZT (ex) 


+ — 0) 4 „ (pu) - 1 Se) k(t) vi(t) + = S(t) ka) vı(z). 


Offenbar ist 

(44) N(z,t) = Ntt,x). 

Die zweite für das Eintreten eines Minimums notwendige Bedingung erhält nunmehr 
die Gestalt: Der Ausdruck (42) darf für keine in a und b verschwindende, nebst ihrer Ab- 
leitung erster Ordnung stetige Funktion v einen negativen Wert annehmen. 


Ss 3. 
Betrachten wir jetzt, unter N(z,t) eine beliebige in dem Rechteck a sr sb, 
a<tsb erklärte stetige symmetrische Funktion verstanden, die nicht identisch ver- 
schwindet, die ten 


(45) pP) + A(kv — [N(z, 1) v(t) dt) = 0. 


Hi 


Nach bekannten Sätzen hat (45) für unendlich viele reelle Werte des Parameters A}, 
die sich nur in den Punkten — © und + © häufen können, Lösungen, die sich nebst 
ihren Ableitungen erster und zweiter Ordnung in (a, b) stetig verhalten und die in den 
Endpunkten dieses Intervalls verschwinden ®?). Es seien 


(46) ER E T 
die positiven, 
(47) Be > 6 BE WI 


die negativen Eigenwerte. Die zugehörigen Eigenfunktionen 
(8) a), Pe, ee PR Pe Pla: 
erfüllen die „Orthogonalitätsrelationen“ 


b bb 
(49) Sk) P,(2) p,(x) dx SINN, !)p,(2) p,() dxdt — 0 (x # ß) 


und lassen sich den ie. 
bb 


(50) f k(z) g%(a) de — [| Na, 1) 9,(2) 9,0) drdı F- 


gemäß normieren. Wohl bemerkt können Eigenwerte der einen oder der anderen der 
beiden Reihen (46) oder (47) auch ganz fehlen. 

Es sei v(x) irgendeine nebst ihrer Ableitung in <a, b) stetige Funktion mit 
v(a) = v(b) =0. Es gilt 

(51) [ku de — [[N(x, t) v(x) v(t) dedt 


-5 D {/k ps de — [J Nta,t) va) yilı) dadı]! - In | 


52) [p(&)ar> I 121 {fkp;vde— SS Nat) ve) gi) dd? = EA] a}- 


*) Vgl. L. Lichtenstein, Über eine Integro-Differentialgleichung und die Entwicklung willkürlicher Funktionen 
nach deren Eigenfunktionen, Schwarz Festschrift, Berlin 1914, S. 274—288. 


Journal für Mathematik. Bd. 165. 26 
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Hat die Integralgleichung 
(53) k(x) vu(x) — [ N(x, t) vu(t) dt = 0 


1... 


keine von Null verschiedene, in der Form v,(x) = 2 4 sinjz mit konvergenter Qua- 


I 
1... 


dratsumme P% I} darstellbare (somit insbesondere für «= a und x = 5b verschwindende) 


I 
Lösung, so gilt in (52) das Gleichheitszeichen. Die Funktion v(x) läßt sich in diesem 
Falle in eine gleichmäßig konvergente Reihe 


— DD... 0 


v2) = I Pike) 


I 
entwickeln !0). Ist G(£, x) die auf dem Rande verschwindende Greensche Funktion der 


Differentialgleichung Alp > = (0), so gilt schließlich 








’ I{T . 
(53°) Ga,y)= Zi as u), 
Die unendliche Reihe rechter Hand, wie übrigens auch die Reihe ze de ey) 
3 


konvergiert gleichmäßig. 


Alle vorstehenden Behauptungen gelten fast unverändert für die etwas allgemeinere 
Integro-Differentialgleichung 


2.) +qv + A (kv— [N(z, t) v(t) dt) = 0, 


unter g eine in <a, b) erklärte stetige, etwa durchaus negative Funktion verstanden. In 
(53°) bezeichnet diesmal G(£, x) die zu der Differentialgleichung 


Ep) +p=0 


gehörige Greensche Funktion. In (52) tritt nunmehr linker Hand der Ausdruck 


Jr ”) de j [av dx auf. 


Ss 4. 
Es ist leicht zu sehen, daß der am Schluß des $ 2 eingeführte Ausdruck N (x, t) dann 
und nur dann identisch verschwindet, wenn in <a, by durchweg 


AR 
(54) xtm(e)} =, (pi) + kv = 0 
ist. In der Tat ist nach (43), wie man leicht verifiziert, 


(55) Ne,1) = Se) zer} + LS) ztre)} — OR) CU) forte) zo le)}dr 


— A(a) B(t) + Alt) B(&) + & A(g) Alt) 
mit 





10) Übrigens ist auch die Reihe £]| z;| | 9;(x)| gleichmäßig re 
11) Die Funktion G(£, x) ist der Bedingung | 


840 = £_0 rn gemäß normiert zu denken. 





Jua- 


de) 


sem 


der 


eTE 


ck 


ın 


'T 
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(56) A(z) = 62), B(x) = x{v(e), & = — foilr) zf{ole)}dr, 


darum 
N(2,2) = A(z) (2 B(z) + &A(2)). 
Da A(x) gewiß nicht identisch verschwindet, so folgt aus N(x, x) = 


(57) Bl(x) = — . A(z), also auch fB(z)v,(z)de = — = [A(x)v,(x)dx, 
mithin wegen ® = [&(z)v,(z)dx, d.h. [A(xz)v,(z)dz = 1 nach (56) 
S ntoı2)} vl) de = — 5 
und der letzten der Beziehungen (56) zufolge x = 0, somit wegen (57) 
(58) B(z) =0, d.h. xfv,(e)} = 0. 


Diese Bedingung ist aber für das identische Verschwinden von N(z, t) auch hinreichend. 
In der Tat folgt aus (56) und (58) x = 0, darum nach (55) identisch N (x, t) = 0. 
Wir betrachten jetzt die Integro-Differentialgleichung 
d/ dw 
2 Pz.) + kw — [N(z, t) w(t) dt = 0 
und wollen zeigen, daß sie nicht mehr als drei (in a und b verschwindende) Eigenfunk- 


tionen haben kann. 
Es möge zunächst die Differentialgleichung 


(60) (p =) + kw = 0 


keine (in a und 5 verschwindende) Eigenfunktion haben, und es sei /(&,x) = !(x, £) 
die, wie man weiß, alsdann gewiß vorhandene zu (60) gehörige Greensche Funktion, 


(61) rs 2}=0, T(&,a)=T(8,b) = 0, 
0 | | 0 | 1 
—IT — |-- IE, = — ——. 
F (52) s+0 10x (2) 8-0 p(£) 
Jetzt ist gewiß N(x,t) nicht identisch gleich Null. Wegen (55) läßt sich die Integro- 
Differentialgleichung (59) in der Form 


(62) (p = +kw— (rz, + ar,)A(x) —r,B(x) =0, r, = fAlt)w(t)dt, 
r, = [Bit) w(t) dt 

schreiben. Nach bekannten Sätzen folgt hieraus 

(63) w(£) = —(rz, +arı) SI(E, x) Alz)de —r, [ IE, x) B(x)dx. 
Dies in (62) eingesetzt gibt weiter 

(64) rn, =—(rz +ar,) [SIE 2) AlE) Alz)dede — r, [[T(E, x) A(&) B(x)dede, 

r, = —(rz +arı) [STE x) B(E) Alz)dedE — r, [[I(E, x) B(E) B(x)dede. 

Diese zur Bestimmung von r, und r, dienenden Gleichungen lassen sich wesentlich ver- 
einfachen, wenn man beachtet, daß 


STE, x) B(x) de = [IX&, x) g{vıla)} de = — vu(E), 


(59) 


darum 


SITE, 2) B(@) B(E)dx de = — Stv) vılö)dE = a, 
SITE, Z) Be) Alddrdt = —  [n)EHdE = —1 
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ist. Wir finden so 
7 = EI SITE, 2) OLE) Öle) drdE + rs, 


n=(r +ar,) —orı:. 
Die zweite dieser beiden Gleichungen ist von selbst erfüllt, während die erste auf die 
- Form 








(r, + ar) SSTI(E, 2) SE) G(z) dedE = 0 

gebracht werden kann. 

Ist jetzt 

(65) SITE) SE) Se) drdE +0, 
so ıst der Rang des Systems (64) gleich 1. Es gibt nur eine in a und 5b verschwindende 
Eigenfunktion der Integro-Differentialgleichung (59). Man erhält sie, indem man in 
(63) etwar, =1,1 = —o = [vu(r) x{v(T)} dr setzt, zu 

(66) u(£) = — [I(8,2) g{vil@)} de = vi(E). 
Aus Gründen, die etwas später klar werden, wollen wir diese Lösung als eine triviale 


Lösung bezeichnen. 
Durch eine passende Wahl von v, kann man erreichen, daß N(x, t) eine besonders 
einfache Form erhält. Wir wählen v, so, daß 


(67) xtvila)} = ee Svile) xtvile)} dr, d.h. B(e) = —aA(z) 


wird. Dies ist tatsächlich möglich. Wir setzen eben 
(68) x{v(z)} =c&(x) (c+0 beliebig), 


somit 





v(E) = — c [I(E,2)&(z) de, 
und finden 
foıtE) SE) dE = — ec [[T(&, 2) SE) Öle) drdE +0, 
wie zu verlangen ist, sowie ferner wegen (68) 
S xtvilz)} vilz) de = c Öle) vı(z) de, 
so daß (67) in der Tat erfüllt ist. Jetzt wird aber 


(69) N (x, t) = Ntt, x) — Alt) B(x) 2 2.) x{v1(&)} 
= 1,6 6@) [ntud)) um) dr = LOW) 6). 


Ist aber 

(70) SSTtE, x) S(E) la) dedE = 0, 
so dürfen sowohl r, als auch r, willkürlich bleiben, der Rang des Systems (64) ist gleich 0. 
Es gibt zwei Eigenfunktionen. Man erhält eine zweite Eigenfunktion, indem man in (63) 
etwa 7, = (0, r, = — o setzt, zu 


(71) wil(£) = [T(E, z)&(x) de. 
Offenbar ist 
(72) x{w(2)} = —©(z) 


und nach (70) 
(73)  Sw!(z)&(x) de = 0, darum auch [w(z) y{w(z)} dx = 0 
und nach einer teilweisen Integration auch 
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(74) f (p — k(ul)2)dr = 0. 


Augenscheinlich ist die Anzahl der Eigenfunktionen von der speziellen Wahl der Funktion 
v, unabhängig. 

Es ist übrigens einleuchtend, daß die Lösungen w!(£) und w!!(£) linear unabhängig 
sind. In der Tat ist 


(74’) [w"(x) &(x) dx = 0 
und zugleich 
[w(z) (x) dx = fv,(x) Ö(x) de = +0. 


Wir hatten vorhin vorausgesetzt, daß die Differentialgleichung (60) keine Eigen- 
funktion hat. Es möge demgegenüber jetzt w,(x) die der Beziehung [w3(x) dx = 
gemäß normierte Eigenfunktion von (60) sein, 


d/_d 
(PT) + =0, wa) = usb) = 0, 


und es sei zunächst [Gw, dx #0. 

Wir wählen v, = w, und erhalten dem auf S. 203 gewonnenen Ergebnis zufolge 
identisch N(xz,t) =0. Es gibt jetzt also natürlich nur eine einzige Eigenfunktion, die 
triviale Eigenfunktion 


Es ist nicht schwer zu zeigen, daß, wie man auch v, wählt, diesmal nur eine Eigen- 
funktion w! = v, existiert. 
Es sei I(£,x) die zu (60) gehörige Greensche Funktion ‚im erweiterten Sinne“, 
NED} = wur), Ti&a) = T(&b)=0, 


v. F N ») +0 F rs 2) Fr iR j 


SE, x) p(z) we(z)de=0, F(&,x) = Ta, 8). 
Nach bekannten Sätzen hat (62) Lösungen nur, wenn 
(77) (rz +ar,) [Aw.dt + r, [ Bwydi = 0 
gilt. Da nun 
[Bw,dt = [ x{vlt)} wy(t)dt = fx{walt)} vi(t)dt = 0 


ist, so muß, da [Aw,dt = e [&w, dt nicht verschwindet, 
) 


(78) n tar =, 
darum nach (62) 
d/_.d 
(79) - (p ) + kw —r,B(x) = 0 
sein. Aus (79) folgt 
(80) w=—r [Fte, x) B(x)dx + cw, (c konstant), 
mithin 


r, = [Alt)w(t)dt = —r, SSI(E, 2) A(E) Bla)dadE + cf Auydt, 
oder, was dasselbe ist, 
(81) r,(1 + SSM&, 2) A(E)Blz)dede) = c [Awydt. 
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Diese Gleichung liefert ce in Abhängigkeit von r,, das willkürlich bleibt; w ist durch 
(80) bis auf einen multiplikativen Faktor bestimmt. Es gibt also jedenfalls nur eine 
Eigenfunktion. Führt man jetzt v, in (59) für w ein, so überzeugt man sich unmittelbar, 
daß diese Gleichung identisch erfüllt ist. 

Ist entgegen unserer Annahme 


(82) [Aw,dt = = [S(t) wu(lt)di = 0, 
so ist (77) identisch erfüllt. 

Aus (62) folgt 

(3) w=— (nr +ar,)[I(E, x) Alc)dx —r, [I\&, x)B(x)dx + cw,, 
mithin 
r, = SAlt)w(t)dt = — (rz + arı) [[IXE, 2) A(&) A(a)dede& — r, [[I(E, x) A(£) B(z)deds, 
r, = [Bit) w(t)dt = — (r, + ar,) SIR; x) B(£) Alz)ded& — r, SSF«, x) B(E) B(x)daxdz, 
da diesmal, wie man leicht sieht, 

(83°) fA(t) we(t)dt = [ Bit) wu(t)di = 0 


ist. Die zweite der zuletzt gewonnenen Gleichungen ist von selbst erfüllt. In der Tat 
.ist nach bekannten Sätzen 


STE, x) B(e)dxz = [T(&, 2) g{o(@)} dr = —vi(E) + wulE) Sole) wula)de, 
darum wegen (83’) 
[STE, x) B(E) B(x)dEdz = — Sole) g{uld)}dE = a 
und wegen (82) 


8)  SIME DA Ba)dadt = — Sy) Nas = —1. 


10) 
Die erste Gleichung liefert aber infolge (82) 
(rz + arı) [SI(E, 2) A(E) Ala)dede = 0. 
Ist nun 
SS Pie, 2)©(E) &(e) de dE = 0, 
mithin auch 
SIFi&, 2) Ad) Al@)dzde +0, 
so muß 
rn tor, =0 
sein. Wir dürfen also c und r, willkürlich wählen und erhalten aus (83) als Eigenfunktionen 
w = [I(&,2)B(a)de=v, (rn =1, c= fole) wu(z) dr) 
und 


vl = w, (r, =0, c=4), darum y{w!(r)} = 0. 
Diese beiden Lösungen sind wegen (82) linear von einander unabhängig. 
Ist aber außer (82) auch noch 


(85) SSFtE, 2) SE) Se) dede = 0, 
so sind die beiden Gleichungen, die wir für r, und r, abgeleitet halten, von selbst erfüllt, 
so daß r,, r, und c beliebige Werte haben können. Es gibt eine dritte Eigenfunktion 


(86) wu — (ME2)b@)a (n=—-w,n=0,c=0). 


.. [TEE ON U SE 2 Ten ! 
BR Be a0 5 ETETETERET IN 
FE RE ERT A 


N Al a NET 


Ze a “ RES: RER v .* . ar %=7 art 2 £ e 
FREIE ah ea aa a a ET er 











EA TREE a + 
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ET. - 


ua 8 Offenbar ist jetzt wegen (82) 
„ 5 {u (a)} = — 6a) 
lbar 

" und wegen (85) noch 

3 (86) fw!(z) &(x) dx =0. 


Die drei Eigenfunktionen w!(x), w(z), w!!!(x) sind linear unabhängig. Aus 
cd wir) + 29 wII(z) + 9) wII(z) = 0 
folgt nämlich nach Multiplikation mit &(x) und Integration infolge (82) und (86’), da 
fw!(z) &(x) de = »® + 0 
ist, zunächst cc!) = 0, somit 
AD wg) + 9) yilllz) = 0, 


darum auch 


vaE, | 
2de 9 y(wt) +9) y(win) = 0. 
Nun ist aber y(w!') = y(w,) = 0, wegen (82) y(w) = —Ö(z), also «2 = 0. 
Es ist übrigens einleuchtend, daß nur die triviale Eigenfunktion w!(x) = v,(x) von der 
speziellen Wahl von v, abhängt. 
Tat 
SD. 
Nach dieser eingehenden Diskussion der Integro-Differentialgleichung (59) kehren 
wir zu den Betrachtungen des $ 2 wieder zurück. Nach (41) gehört zu jeder die Bedingung 
[&u dx = 0 erfüllenden Funktion u eine Schar der Funktionen v, 
(87) v=u+ ßv, mit B = const. = = [Svdt. 
Insbesondere gehört zu u=0 die Schar v = Const. v,. 
Wir denken uns im folgenden v stets so normiert, daß 
(88) [kvv, de — [[N(z, t) v(z) v‚(t) de dt = 0 
wird. Dies ist gewiß und zwar nur in einer einzigen Art und Weise möglich. Es sei ın 
der Tat v = u + yv,, und es soll 4 so bestimmt werden, daß v der Bedingung (88) genügt. 
Jetzt soll also 
(89) [kuv, de — [[N(x,t) u(z) v‚(t) de dt + y[[kvi de 
— [[N(&, t) vi(x) vi(t) de dt] = 
sein. Der Koeffizient von y hat, wie man leicht sieht, den Wert 
- 16 Lo!) ar = (nl) ar> 0m) 
en "also läßt sich y aus (89) tatsächlich der vorgeschriebenen Bedingung gemäß bestimmen. 
z) | Jetzt entspricht insbesondere u =0 die Funktion v =0. 
;e Als eine zweite für das Eintreten eines (schwachen, relativen) Minimums not- 
 _ wendige Bedingung haben wir seiner Zeit die Bedingung 
2L,{u} = [pvV?dx — [ku?dz + [[N(x,t) v(x) v(t) dx dt > 0 
i gefunden. 
' Wir führen jetzt wie auf S. 201 die zu der Integro-Differentialgleichung (45) mit 
i N(z,t) = N(x,t) gehörigen Eigenwerte und Eigenfunktionen ein und bezeichnen sie 
t, diesmal, indem wir die triviale Eigenfunktion v, und den zugehörigen Eigenwert 1 aus- 


sondern, mit 





12) Man beachte, daß v, der Integro-Ditferentialgleichung (59) genügt. 

















208 Lichtenstein, Zur Variationsrechnung. 


1; Oo <mu SwSWwS''; > u-ı Zur Zus‘, 
vv); HR), Xelr), lad. --5 X_@) X_2l@)ı se). -- 
Nach (51) und (52) gilt jetzt wegen (88) 
1 
(90) 2L,{u} 22 |u,|y (1 -.): Dee Skx; vdz — [[N(z, t) v(z) x(t) da dt, 
J 
wo die Summe rechter Hand also über alle nicht trivialen Eigenfunktionen von (45) 


zu erstrecken ist. 
Damit L,{u} = 0 sei, ist notwendig und hinreichend, daß der kleinste positive nicht- 


‚ triviale Eigenwert u, ZA sei. 


(91) 


Daß diese Bedingung hinreichend ist, folgt ohne weiteres aus (90). Wäre anderer- 
seits u, < 1, so würde man für v = y, 


2L,{u} = „ul, <o 
Kı 


erhalten. Die Bedingung ist also auch notwendig. 


Es sei jetzt u, > 1, und es möge g, irgendeine zwischen Fr und 1 enthaltene Zahl 
1 


bezeichnen, 


2 a <41 
Kı u 


Es gilt wegen (51), (52) und (88) 
jp(2) a -4/r(& =) de+(1— 4) r(& 4 de>2u2luly + (lg) So(&) az, 


Liu} 25.3 (aim — +7 1) r(E) de=z - ml — \y 


u; 
+2. 1-9) Spl) @25 Ua) Sp(E) dr. 


Wir kehren jetzt zu der Formel (36) zurück und versuchen die Glieder dritten und 
höheren Grades der Entwicklung von A /{£} abzuschätzen. 
Nach (36) ist wegen L,{n} = 0 die Gesamtheit der Glieder erster und zweiter 


Ordnung in AI{t} gleich e®L,{{}. Demnach ist (vgl. (31) und (33)) 
(92) e®L,{}} ur elı{? +eyn}te 1,{2}. 
Wegen (31) und (92) kann also A/ auch in der Form 
(33) Al= ell,{}} — I + eyın)l + lt — {9} r e®L,{}} +elf{}+ 
geschrieben werden. Nun ist (vgl. (9), (10) und (29)) 
113 — LE +ey new teyt)hlmb 
darum wegen (26) und (27) 


b 


A d 2 
(94) I hE+mml<en|(G) 4, 


unter y, eine Konstante verstanden, wie auch später unter y3, Ya, - .. Weiter ist 
23 — 13 = 215 C-9+hC—9, 
[= (ey tept')m: 


“ 
LITE ELITE RAT EEE EEE LITER EL RES una LH RR SR. Seen ROTES, 
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A also nach (24) und (25) 
& b 
a 2 dn\? d 
IE—{|l<ey, I dx, sowie Fr 5) < | (e' de, 
zd, |. darum gewiß (vgl. (30)) 
& : dn\? 
(45) | (95) 13 — 1131 < llz) dv. 
‚icht- 


Schließlich ist nach bekannten Sätzen 


un eli{} +. Ef Ih F 2) r Hy 2) + 3, „2 + Fu - 


woselbst bsp. 


rs hr 3 + &0%, U’ + e8R), 0<H<i 


/ v'v’y 


- gilt. Wir finden nacheinander wegen (23) und (16) 
Zahl R . 


Fin &alanffe 


wegen ur (23°) und (23) 


b 


i San” <nf fe | fimtrae|<nf)e 
L, | a a 
und 


si [7 dn\? 
4 Sm de | ” nf FA em 


= darum, indem wir zugleich für 7 und £ wie früher v und u setzen, 





und i b 
3 "(dv\? 
(96) lel{l}+ |< EI (2) dx. 
ıter 4 ; x 
Alle zuletzt abgeleiteten Abschätzungen gelten für nicht identisch verschwindende v. 
 Isto=0, so tritt überall das Gleichheitszeichen ein. 
Aus (91), (93), (94), (95), (96) folgt nunmehr 
; b » 
dv\? 
| uzta-mefrlilaennf (a 
" und a fortiori 
4 h 
; e 
: al % 1—4,)— Te) e? I» = de, p-Minp>0 
n 2 0 : dı 
Für hinreichend kleine |e| ist gewiß 
h dv\? 
; AI ” e° Yıı Sp (2 dx, 
und das Gleichheitszeichen gilt nur fürvo=0,d.h.Z=0. Damit ist unsere Behauptung 


bewiesen. 
Journal für Mathematik. Bd. 165. 27 
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S 6. 


Wir wenden uns jetzt einer eingehenden Betrachtung des Falles v, =A4 zu. Wir 
nehmen dabei einstweilen an, daß die Integralgleichung 


(96’) k(x) v,(x) — [N(z, t) v,(t) di = 0 
1.8 
keine von Null verschiedene, in der Form v,(x) — e. Fi sin jx mit konvergenter Qua- 
; 


1 ...00 
dratsumme 


l; darstellbare Lösung hat und setzen zunächst auch noch voraus, daß die 
I 


Integro-Differentialgleichung (59) nur eine nichttriviale Lösung x,(x) hat. 
Wir schreiben 


(97) v=yıXıla) +% 
und erhalten, wie man sich leicht überzeugt (vgl. (90)), 
’ i\, 
(98) 21,10} = 21,10) = Zml(1- Wr. 
I 


Durch das Zeichen 2” soll angedeutet werden, daß bei der Summation der Wert j =1 
außer Betracht bleibt. 


Die Gesamtheit der Glieder dritter Ordnung von A/ ist (vgl. (31), (9) und (10)) 
(99) erAstv} = ep, tv} + 2ER yı stv + yon} + Ist + Wr} "®). 


Die durch die Formeln (13), (14), (15) erklärten Funktionale %,, %,, y, wollen 
wir jetzt ausführlicher mit 


(100) ww Yo, v} Dat yıld, v}  : Dass ya, v} 
bezeichnen. Es gilt speziell 


4 1 
Yol Xu dı} = zZ Kl) vi YılXkam dı} = ga > Kinutwu}-vn 


2 1 
Yaf Xu, dı} = 02 Kt xXı + y* vi} Kafxı + YE du} — e- Kfyıtwu}r=v 
darum 


Atıy= we lh{o} +2yrlfutyrm tt li tvin}- 
Nun ist Z,{xı} = 0, darum ist 


(101) Ast) = 0 


eine für das Eintreten eines Extremums notwendige Bedingung. 
Es möge jetzt v den durch (97) gegebenen Wert haben. Es ist dann 














1 1 
»=--—. K,lyınnty =-—Rthınmtetptl 
2 
(102) nm" Kofyızı + % + vovı) Kılyı zı + 9 + Yo du 0} 
1 


„zZ KlyıXzı +9 + Yyovy- 


Augenscheinlich sind %,, %,, % entsprechend Funktionale ersten, zweiten und dritten 


Grades der Funktionen %, X1, ®, Yı 2e > s 





18) Es sei daran erinnert, daß wir neuerdings 7 = v, 7, = v, gesetzt haben. 
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Aus 
Yyı = [kxı vde — [[N(z, t) v(e) xılt) dad 
d 

folgt wegen 4 <sM (vgl. (17)) 

(103) Iyıl S Ya Max |v| s ya M, 
darum nach (97) 

(104) vIlslvl+lyllalsYyuM 
und (vgl. (16)) 

[du | _ | dv| dx 


Jetzt findet man weiter sukzessive 


\yol S Yıs IYıl + I SE) an, 
(106) IyılS Yıayi + Yo |Yıl f (2) a2)! + Yo f (E) az, 


pl S Ya lyıl? + Yayı SE) an + Ya3 nf) a + vu (E) ar. 


Betrachten wir nunmehr den Ausdruck A,{v} etwas näher. Als Funktion von y, 
aufgefaßt, stellt er augenscheinlich ein Polynom höchstens dritten Grades dar. Wegen 
(101) sind die Glieder dritten Grades gleich Null. Für die Glieder nullten und ersten 
Grades, deren Gesamtheit mit A, bezeichnet werden mag, findet man, wenn man alles 
vorstehende betrachtet, nach einer keinerlei grundsätzliche Schwierigkeiten bietenden 
Diskussion eine Abschätzung von der Form 


ui de\? 
Al Ss y% Ir(z) dx, 
während die Glieder zweiten Grades zu 
dv 2 dh E 
yEf(hıv + han )de = y} (hr — 2) vda = y2 [hodz 


zusammengefaßt werden können. Hierin bezeichnen A,, hs, h explizite angebbare, übrigens 
analytische und reguläre Funktionen. Alles in allem ist also 


(107) A, =, +9 [hvdz 
mit 
(108) (Al Sy Ip) de 
sıı= 7/2 dx . 


Es sei schließlich e,A,{v} die Gesamtheit der Glieder vierter Ordnung von AJ. 
Durch eine zu der vorstehenden ganz analoge Betrachtung, diesmal muß freilich auch 
noch %, herangezogen werden, findet man 


d ” 
(109) ,=A, + yı f (hzv +h ) de + y4A,=A, +yiSh®’vdı + y14, 
mit 
— dv\? 
(110) Al < ya Jp(Z,) de- 


Hier bezeichnet A, die Gesamtheit der Glieder, die y, höchstens in der zweiten 


Potenz enthalten, A, = A,{xı} die Gesamtheit der von ® und z freien Glieder in A,. 


27° 
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Die Gesamtänderung des Integrals / läßt sich demnach in der Form schreiben 


BJ; “ = 
(111) AI= 2 a; (4 _ ) y: + ey? [hudz + ey? [hWvdz + 8A; + etA, 


+eylA,+ ER, 
Für e’ R,, die Gesamtheit der Glieder fünfter und höherer Ordnung, erhalten wir 


unter Berücksichtigung der Formeln (24), (25) und der ersten der Formeln (106) eine 
Abschätzung von der Form 


dv\? . 
(112) ER < ve [p(G) de + reg 


Für (111) kann man auch schreiben 
e? ‚ 1 m . B .. 
Al = 32 (A pi + 82'y,y2 [hy,de + L'y,yE [hOy,de + A, + ei, 


, 1 [hx,d [ho®y,de 1)? 


| na) gr ml, 

















u 2 h + ey,hV)y,dx]? 
+ A, + ed, + Ayla Zr Li en " + ER,. 
2111 -- 
Die vorstehende Umformung ist gestattet, denn, wie sich sogleich zeigen wird, ist die 
Reihe 
’ h* x. dx)? 
(114) I = mit A*=h-+ ey, h 
-i 
la;| | u; 
konvergent. 
In der Tat ist (vgl. S. 202) die Reihe 
4,8) x, 
115 : — =G(z,t), 
. Aa 77 
I, lx,@)) 


wie übrigens auch die Reihe Fe 





| gleichmäßig konvergent. Die Reihe 
I 


(116) Ri x, Le a — [G(x, t) h*(t) dt — xı(z) [h* x, di 


ist augenscheinlich gleichmäßig konvergent und stellt eine nebst ihren Ableitungen 
erster und zweiter Ordnung stetige Funktion por oa konvergiert auch die Reihe 


[2 
gleichmäßig. Daher ist auch die Reihe 
(117) 2 2,(@) 








[h* x, di 


IM; | 1.) 


gleichmäßig konvergent. Also konvergiert in der Tat (114). 
Natürlich konvergiert auch die Reihe 








‚ 1 
118 >? (x h* x,dt 
gleichmäßig. Da auch die Reihe 
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g =) 1 





= _ ) | 2 n, I {k x,(&) — [N(z, t) x,(t) dt} [h* 1, di 
gleichmäßig konvergiert, so hat (118), wie sich ohne Mühe zeigen läßt, stetige Ableitungen 
erster und zweiter Ordnung. Da die Reihe (117) gleich der Summe der Reihen (116) 
und (448) ist, so besitzt auch sie stetige Ableitungen erster und zweiter Ordnung. 
Wir kehren jetzt zu der Formel (113) zurück und behaupten: eine weitere für das 
Eintreten eines Minimums notwendige Bedingung sei 




















; (hy, dx)? 
(120) 4; RER P.: Alu (1) > 0 
u, a, 
Insbesondere muß also A, > 0 sein. 
1. Es sei zunächst 
2 
(121) FRE. ra A < 0. 
Is 11 — u, 
Dann ist für hinreichend kleine ö > O0 und |e| gewiß 
. (h* x, dx)? 
(122) A — —T——<-h<0. 


248 1mllt-..) 


Wir schreiben für (113) den gleichwertigen Ausdruck 
fe h* y.dx . 
1-58 041m Lin ten ud 1 
| a4) ml) 


j 








h* x. dx)? 
(123 + ey I” - a7 N 
2448) mll1-.) 


6 


Be Er. ie ' 
—ö- 2 lu; (1 -—.) yit e? A, ug ed, n— ER, „ER 


Wr 
h 
_ 


und setzen zur Vereinfachung 
[h* 2, dx 


+8) 1m (1) 





5) 
Y; Pe ey: 
] 


Wie wir vorhin gesehen haben, ist die unendliche Reihe 

2" y,x,(%) 
gleichmäßig konvergent und stellt eine nebst ihren Ableitungen erster und zweiter Ordnung 
stetige Funktion dar. Sie heiße v(x), 


(124) ö(e) = 29, x(e). 
Führt man in (123) für y, speziell y,, darum für ® die Funktion ® ein, so verschwindet 
N,. Es ist nun weiter (vgl. (108), (110), (112) und (122)) 
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3 1 dv\? 
s-ae, ms-35(1-1) fo(&) 
N=s—ö, ey, Ns 65 1 fr Fi dx, 
3 dv\? v4 
IN + Ns +Nel<yale® | p\z,) de tyzeyi. 


Für alle hinreichend kleinen ||, etwa |e| < e,, ist offenbar 


dv\? ' 
al<—yne[p(E) da bern) er. 


Das Gleichheitszeichen gilt nur für y„ =0,% =(. 
Das Minimum tritt nicht ein. 
2. Es sei jetzt 


(hx, dx)? 
2|u;| (a u. =) 


I 
Dann ist für hinreichend kleine ö> 0 und |e| gewiß 


* 2 
136) MN (Sh*x,dx) 
215) a1 (1 -—.) 


) 


>0. 





(125) A— 3" 





>5,>0. 


Wir schreiben diesmal (143) in der Form 


11-8 2 4-91m1lı - an te [h*x,da? on) 


Ki ee 
a-91w1lt-,, 








+ et 5” ne 

24-3) 1m1(t-.) 

de . ’ Un 

HE mt -L)ytehtelten- NN 
‚=\ 


und bemerken vor allem, daß 


(Sh*x, dx)? 


u ’ N 1\08& = ( 352 er 
N>0, M2%ey4 M2(1 -,) al) re) “ 
ist. Des weiteren finden wir nach (108), (110) und (112) 
dv\? . 
IN + NS+ NIS ymlel? Ip) da + mes. 
Für alle hinreichend kleinen |e|, sagen wir |e| S &,, ist augenscheinlich 


2 
(127) AI Z yyefp 2) de +öey (&>0). 


Das Gleichheitszeichen gilt nur für y, = 0, % =. 
Es liegt also ein schwaches Minimum vor. 
Die bisherigen Ergebnisse bringen keine Entscheidung, wenn 





»_ (fhx,de)® 
(128) 4—} (Jhx, Mn .. 
TPM E 7 WREL- 
11 ( =) 


ist. In diesem Falle müssen Glieder höherer Ordnung herangezogen werden. Die Be- 
trachtungen können in ähnlicher Weise wie in der ersten Mitteilung (S. 182—186), wo 
es sich um das einfachste Problem der Variationsrechnung handelt, weiter geführt werden. 
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Wir hatten vorhin angenommen, daß die Integralgleichung (96°) keine in der 


Form 2 sin je mit konvergenter Quadratsumme P4 Ü; darstellbare Lösung hat. 


Von Pa Voraussetzung können wir uns leicht auf kiiatadı Weise frei machen. Es sei 

ko(z) irgendeine in <a, b) erklärte stetige, durchaus positive Funktion, so daß in (a, b) 

durchweg k(x) — k,(x) < 0 ist, die überdies so beschaffen ist, daß die Integralgleichung 
ko(z) w(z) — [N(z,t) w(t)dt = 0 


keine Nullösung hat. Augenscheinlich lassen sich diese Forderungen ohne weiteres er- 
füllen, indem man bsp. k,(x) gleich einer geeigneten Konstanten k, > 0 setzt. 
Wir schreiben (59) in der Form 


d/( dw 
129) ZlpE) + RK) w+ kw — INlz,1) wit)dı = 0 
und betrachten die Integro-Differentialgleichung 
d/( dw 
(130) dr (p zn | + (k sn ku) w + Al(kyw Zn [N(«, t) w(t) dt) == (), 


Ihre positiven Eigenwerte sind sämtlich > 1. Es möge im Gegensatz zu unserer Be- 
hauptung (130) einen positiven Eigenwert # < 1 haben, und es sei 2(x) die zu x gehörige 
normierte Eigenfunktion !?). Offenbar ist 
21,2) = Spy? de — [(k—k,) Zedz — [kozedz + SS Nat) Ze) ZU) da dt 
Eau. „ i ’ ch 
u u (PX) + (k— ko) de — Skoxg’de + SI N(a,t) ze) ZU) de di 

— (R —1) [kof?dz — SS Na, 1) za) ZU) dad) -R—1<0, 
und dies kann im vorliegenden Falle (vgl. S. 208) nicht eintreten. Augenscheinlich hat 
(130) für A = 1 dieselben Eigenfunktionen wie die Integro-Differentialgleichung (59). 
Wir gelangen nunmehr zu einer unbegrenzten Reihe einerseits notwendiger, anderer- 
seits hinreichender Beziehungen für das Eintreten eines Minimums, wenn wir der Unter- 
suchung statt der Integro-Differentialgleichung (45) mit N(xz,t) = N(z, t) die Gleichung 
(130) zugrundelegen. Die Betrachtungen verlaufen in allen Stücken denjenigen auf 
S. 213 parallel. Jetzt bezeichnen also (vgl. S.208) x; diejenigen nichtrivialen Eigen- 


funktionen der Gleichung (130), die zu dem von 1 verschiedenen (positiven und nega- 
tiven) Eigenwerten u; gehören "*). Wie auf S. 210 gehen wir von dem Ansatz 


v= YıYXıla) +% 
aus. Dabei ist diesmal 
Yyı = Skoxı vdx — SS N (&, t) v(x) gilt) dr dt. 

Wir haben bisher angenommen, daß die Gleichung (59) nur eine Lösung x,(x) 
hat. Sie möge jetzt demgegenüber noch eine zweite Eigenfunktion x%,(x) haben. Wir 
schreiben 

(131) ve) = YıXılt) + YaXalX) + ©(R) 


und erhalten 


nn 


2) Es gilt [ koz?de— [ [ Na, 1) Ze) ZU) dad = 1. 


14) Die Normierungsbedingungen lauten jetzt 
0 füra=#+ß, 


S Ko Xu 2a de— [J Nat) 2.(@) wa für = B. 
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ß [4 1 
21,0} = 21,10) = 2" ml (1 )W, 
wo durch das Zeichen 2’’ angedeutet werden soll, daß bei der Summation die Werte 
j=1 und j = 2 außer Betracht bleiben. Für vu kann man setzen 


(132) vie) -VR Hy re ale) + Te a e)) + ö(2) = yila) + Ha). 
Yyı 2 


Auch (x) ist eine zu dem Eigenwerte 1 gehörige Ab der Integro-Differentialgleichung 
(59). Es ist einleuchtend, daß man ausgehend von der Zerlegung 

v = Yızla) + oe) 
zu einer Folge von Kriterien gelangt, die zu den vorstehend abgeleiteten Kriterien 
vollkommen analog sind. 
So muß vor allem 











212,11 — =.) 


‘sein; A, und A bezeichnen in naheliegender Weise Ausdrücke, die sich ergeben, wenn 
man in unseren früheren Entwicklungen x, und y, entsprechend durch 4%, und y, ersetzt; 
die Summation erstreckt sich über alle j, die von 1 und 2 verschieden sind. Die beiden 
Beziehungen müssen freilich diesmal für alle 


2) = cı Xıl2) + oxle), 
wo c, und c, beliebige der Gleichheit c? + c$ = 1 genügende Werte bezeichnen, erfüllt 
sein. Aus Gründen der Homogenität kann man von der Bedingung c? + c3 = 1 hierbei 
absehen. Die Beziehungen (133) und (134) müssen also für alle c, und c, erfüllt sein. 
Gilt in (134) für alle c, und c, das Zeichen >, so tritt das Minimum ein. Gibt es Werte- 
paare von c, und c, (maßgebend ist natürlich nur das Verhältnis c, : c,), so daß 

4, TEE u (Shi; dx)? <0 

21411 ——) 
Mj 

ist, so liegt bestimmt kein Minimum vor. Gilt (134), wobei für bestimmte (evtl. alle) 
Werte von c,:c, das Gleichheitszeichen zutrifft, so muß unter Zugrundelegung dieser 
Werte von c,:c, die Diskussion auf Glieder fünfter und höherer Ordnung ausgedehnt 
werden. 








Eingegangen 10. März 1931. 
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Über den Schottkyschen Satz. 


Von M. Fekete in Jerusalem. 





1. Der Schottkysche Satz !), in seiner von Landau verschärften ?) Form, besagt 


folgendes: 
I. Konvergiert die nach wachsenden Potenzen von (x — £) geordnete Potenzreihe 
(i) a + al) + tan" + 

mit von x unabhängigen Koeffizienten ay4y-.,Am... für ae —E| <r und ist ihre 


Summe f(x) daselbst überall von O und 1 verschieden, genügen ferner a, und ® den Un- 
gleichungen 
la) SA, 4 2493 

so liegt der Betrag von f(x) für |e — E| S Ör unter einer Schranke 5 = S(}, ®), die nur von 
A und ® abhängt und von r, & und von den Koeffizienten der Potenzreihe (1) unabhängig ist. 

2. In der vorliegenden Note will ich zeigen, daß dieser Satz sich auf Potenzreihen 
verallgemeinern läßt, die nach wachsenden Potenzen eines gegebenen Polynoms 

od) = +4 +a=- aa) ah, (22) 

fortschreiten und zu Koeffizienten Polynome a,(2), a,(2),... eines niedereren Grades 
haben ®): 

II. Ist die Potenzreihe 

(2) ay(z) + a,(2)o(2) + az(2)o(z)? ++ anla)o(le)" +, 
— wo die Polynome w(xz) und a„(z), n =1,2,... die eben angegebene Form haben — für 
Io(x)| < R konvergent und ihre Summe F(x) daselbst überall von O und 1 verschieden, genügen 
ferner a,(x) und ® den Ungleichungen 


Max la,(z)| S A, 4 4 
w(z)=0 


so liegt der Betrag von F(x) für |u(x)| S OR unter einer Schranke 5*, die nur von 4, ® und 
vom Grade k des Polynoms w(x) abhängt und von R, von den Nullstellen &,,..., &, von w(x) 
und von den Koeffizienten der Potenzreihe (2) unabhängig ist, vorausgesetzt, daß der Lemnis- 
katenbereich |v(x)| S R aus einem Stücke *) besteht. 





!) Sitzungsber. der Kgl. Preuß. Ak. der Wiss., Berlin, 1904, S. 1244— 1262; S. 1255. 

2) Nachr. von der Kgl. Gesellsch. der Wiss. zu Göttingen, math.-phys. Klasse, 1910, S. 303— 330; S. 309. 

3) Mit der Entwicklung von Funktionen in solche Potenzreihen hat sich zuerst Jacobi beschäftigt (Journal 
für r. und ang. Math., 58 (1847), S. 103—126; Ges. Werke, Bd. VI, S. 203—230. Vgl. auch die Inauguraldissertation 
von A. Kienast, Über die Darstellung analytischer Funktionen, etc. 1906. Zürich. Eine systematische ausführliche 
Darstellung einiger bemerkenswerter Eigenschaften dieser Potenzreihen (in bezug auf die Konvergenz und die Eigen- 
tümlichkeiten der durch die Reihensumme definierte Funktion) beabsichtige ich demnächst zu veröffentlichen. 

4) Die Frage nach der notwendigen und hinreichenden Bedingung, damit die Punktmenge |w(z)| s R ein 
Kontinuum bildet, habe ich in meiner zweiten Mitteilung ‚‚Über den transfiniten Durchmesser ebener Punktmengen“ 
behandelt. Vgl. Math. Zeitsch. 32 (1930), S. 215—221; S. 219. 

Journal für Mathematik. Bd. 165. 28 
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3. Ich stütze mich beim Beweise dieses Satzes auf eine Folgerung aus I, die so lautet: 
III. Es sei B ein einfach zusammenhängender, abgeschlossener, endlicher Bereich 
(= Kontinuum) in der komplexen x-Ebene und es bedeute B(o) die Hülle von B vom 
Radius o > 0, d. h. die Gesamtheit derjenigen Punkte der Ebene von B, die in den um die 
Punkte von B mit dem Radius o beschriebenen Kreisflächen liegen. Es sei d der transfinite 
Durchmesser?) von B und es bestehe 
d 
— 
"Teect 
Es sei g(xz) eine im Innern von B(o) reguläre analytische Funktion, die daselbst von 0 und 


1 verschieden ist und die in einem Punkte x, von B einen Wert y, besitzt, der die Ungleichung 


IYol SP 

befriedigt. Dann liegt der Betrag von g(x) in B überall unter einer Schranke, die nur von p 
und q abhängt). 

4. Indem ich die Begründung des Hilfssatzes III für später verschiebe, will ich 
jetzt dartun, wie man durch seine Anwendung meine Behauptung II verifizieren kann: 

Bekanntlich bildet der Lemniskatenbereich |v(x)| S d# — wie nach Voraussetzung 
die durch |vo(x)| S R gegebene Punktmenge — einen einzigen Bereich B, mit den in III 
geschilderten Eigenschaften von B, (begrenzt durch die Lemniskatenkurve |»(x)| = 9R 
und enthaltend alle Brennpunkte dieser Kurve: die Nullstellen &, von »(xz)), oder aber 
er zerfällt in mehrere solche, voneinander getrennte Bereiche B,,...,B, (Isk), 
auf deren Berandung |w(x)| = #R ist und welche je mindestens eine Nullstelle &, von 
w(x) enthalten. 

Im ersten Falle kann B,, im zweiten aber jeder von den Bereichen B,,...,B,, 
die Rolle des Bereiches 3 im Satze III übernehmen, wenn als o ein echter Teil, z. B. 
die Hälfte der Entfernung a zwischen den durch |v(z)| = 9R und |w(x)| = R charak- 
terisierten Punktmengen der x-Ebene und als g(x) die Summenfunktion F(x) der Potenz- 
reihe (2) fungiert. 

Konvergiert nämlich diese Reihe für |v(x)| < R, so ist ihre Konvergenz eine gleich- 
mäßige für |o(x)| < r, sobald r < R ist?) und deshalb stellt ihre Summe für |u(x)| <r 





5) In bezug auf die Definition des transfiniten Durchmessers allgemeiner abgeschlossener und beschränkter 
Punktmengen M vgl. M. Fekete, Über die Verteilung der Wurzeln, etc., Math. Zeitsch. 17 (1923), S. 228—249; S. 231. 
Besitzt M eine Komplementärmenge M, die ein einfach zusammenhängendes (den Punkt =» ent- 
haltendes) Gebiet bildet, so ist der transfinite Durchmesser von M gleich dem Radius desjenigen Kreises, auf dessen 
Äußeres das Gebiet M sich konform abbilden läßt, wenn die unendlichfernen Punkte einander entsprechen und die 
Linienelemente darin einander gleich sind. Vgl. a.a.0. S.237. Der transfinite Durchmesser einer Lemniskaten- 


k 
linie [ed-+c,2 +++ cl = r oder einer Lemniskatenfläche |a® + - -| <r ist gleich \r. Vgl.a. a. 0. S. 234, Fuß- 
note ®). 

6) III enthält den Satz I (und da er — wie behauptet — sich aus jenem folgern läßt, sind die beiden einander 
äquivalent): Ist B der Kreisbereich |e — &| s ®r und fällt die Funktion g(z) mit der Summe von (1) zusammen, so 
kann man auf sie den Satz III anwenden, wenn o = (1 — Ö)r festgesetzt ist, während die Rolle von z, dem Punkte 
£, die von y, dem a,, die von p dem A zukommt. Nun ist d in dem vorliegenden Falle = ®r (vgl. Fußnote °)), daher 


kann als q das fungieren; d. h. |f(z)| S eine Schranke, die nur von A und # abhängt, w. z. b. w. 


1— 9 
°) Es seien 2,, 73, .. .,2g feste Punkte, die auf |w(z)| = r, mit r<r, <.KR, liegen; da nach Voraussetzung 
in allen diesen Punkten (2) konvergieren muß, gibt es sicherlich ein N so, daß fürn > N, i=1,2,...,k ja„(z;) «(z;)"| 


<1,d.h. ja„(z;)| <a - Ama und folglich fürn = N, |o(z)| < R— mit Rücksicht auf die kasens Inter- 
polationsformel — 


g(z) ne! 
a —a)g(a)) 7 








Max 
Sn i=1...., 
I«(2)| S k 


lantz)] = | BE anlzı) 92) 


— ag) 
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eine einzige reguläre analytische Funktion von x dar, wenn |vo(x)| < r ein einziges Konti- 
nuum bildet, wogegen im Falle der Zerfällung dieser Punktmenge in m (m <k) von 
einander getrennte Kontinua Ä,,..., Ä„ die Summe von (2) in jedem dieser Kontinua 
je eine reguläre analytische Funktion darstellt, die nicht durch analytische Fortsetzung 
ineinander überzugehen brauchen ®). 

Da man r,, zwischen 9R und R, so fixieren kann, daß |o(x)| = r, nicht nur den 
Bereich |v(x)| S OR, sondern auch seine Hülle vom Radius o und somit die Hüllen 
Bi(o), i=1,...,! umschließt, so folgt aus dem eben Gesagten, daß die Summe F(x) 
von (2) in jedem der getrennten Kontinua B;, welche zusammen |»(x)| < #R ausmachen, 
einer regulären analytischen Funktion gleich ist, die auch in B;(o) noch regulär ist (und 
von 0 und 1 verschieden ausfällt). 

5. Um nun das bisher erzielte für den Beweis von II zu verwerten, indem ich 
mich dabei auf III stütze, bemerke ich, daß 

1°. F(x) an den Nullstellen von »(x) dem Koeffizienten a,(x) gleich ist und folglich 
in diesen Punkten |F(x)| die Schranke A nicht überschreiten kann, also, wenn in bezug 
auf B; (i=1,...,l) die Rolle der Größe x, des Satzes III die (oder eine) in diesem Be- 
reiche liegende Nullstelle von »&(x) übernimmt, so kann als p das A Ben: 

2°. der transfinite Durchmesser des ee B, (li =1,...,/) ‚den 


transfiniten Durchmesser des Lemiskatenbereiches |o(x)| < dR, d. h. den Wert VoR 
nur unterbieten kann; 

3%. der Abstand a zwischen |wo(xz)| = R und |o(x)| = dR — mit Rücksicht auf die 
vorausgesetzte PEN von - )| = R ın voneinander getrennte Kontinua — 


N, -#—1) VR 


Zi hat °); 





die untere Schranke 


ist, wobei g(x) = Ie—) ist. Daher hat die Reihe (2) für |o(z)| Sr, (r < R), die Majorantenreihe £e(}) 
n—0 


woraus die Dehaupiete gleichmäßige Konvergenz folgt. 

8) Man kann r, zwischen r und R so festlegen, daß |w(z)| = r, aus ebensovielen voneinander getrennten 
geschlossenen Jordanschen Kurven, (J,,...,J/m) besteht, als voneinander getrennte Kontinua (K,,..., Äm) 
den Bereich |w(x)| S r ausmachen; (man wähle r, genügend nahe zu r, derart, daß auf |w(x)| = r, keine Nullstelle 
von »’(z) fällt). Offenbar läßt sich dann die Summe F(x) von (2), falls x innerhalb Ja (u = 1, ...., m) liegt, in der Form 


9 Bl 2% darstellen, wobei die Integration, längs der Kurve J,„, in positivem Sinne durchzuführen ist, 
6 


da ja wegen der gleichmäßigen Konvergenz von (2) auf |w(x)| = r, (vgl. die vorangehende Fußnote) 
1 
Imi Rz re) "u. = lim 5; $ Na) ) w(&)’- — u: 


gi A u | 


n 


und, nach Cauchy, Dr =$, Ya (£) w(£)" - ie = — N’ a,(z) w(z)’ ist. Nun ist aber F(£) stetig, wenn & auf 


Br“ 
=— v—=(0 
Ju liegt, daher ist der Wert des Integrals $ = d£, wenn x innerhalb J„ liegt und folglich auch dann, wenn 


Be 
z zu K, gehört, eine reguläre analytische Funktion von x. 
®) Es gilt für jedes Wertepaar z,, 2, 








„ kl: 
lo) — ale tz, 
also für 0 < |o(z,)| = Blo(z,)|, O0 <#<1 besteht 
9; |) Ka) |, _ es())5r fü (lazap 
at erek tr) 
- (14 aa), 
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4° nach den beiden vorangehenden Bemerkungen, und auf Grund der oben ge- 
gemachten Festsetzung betreffs o, bei Anwendung des Hilfssatzes III auf B; (i =1,..., |) 


k 
VOR - 2.4" 
ke % 
yRy2—®-—1) 
® und k abhängenden Größe, zugeteilt werden kann. 
Damit ist die Möglichkeit der Abschätzung von |F(x)| mit Hilfe von },9 und k 
bewiesen, es sei denn, daß der Satz III falsch ist. 
6. Um seine Richtigkeit aus dem Schottkyschen Satze herzuleiten, verfahre ich so: 
In der Ebene von B (und B(o)) konstruiere ich mit den Koordinatenachsen 
parallelen Geraden ein quadratisches Netz, derart, daß ein Knotenpunkt mit x, zu- 


sammenfällt und die Länge ! der Maschenseiten ya beträgt. Diejenigen Maschen, 


die je mindestens einen Punkt mit B gemeinsam haben, bilden einen (einfach oder 
mehrfach) zusammenhängenden Bereich B, welcher B enthält und in B(o) enthalten ist. 
Man bezeichne mit » die Anzahl der Maschen, welche B ausmachen; nach dem obigen 
gilt » 2 4; ich will diese Anzahl auch nach oben abschätzen: 
Es ist offenbar 





und F(z), die Rolle von q dem Quotienten ‚ also einer nur von 


vl < (s + 21), 
wenn s die Spanne von B bedeutet. Nun ist, nach dem Koebe-Bieberbachschen Satz 1°), 
s <SAd, 


folglich gilt für », mit Rücksicht auf die Definition von /! und g, die Abschätzung 
eo 2 

(Ad + Q)8 ad + 5 

„Ss a  — 

7. Im Besitze dieses Resultates ist es schon sehr leicht die in Frage stehende Be- 

hauptung zu verifizieren. Nach dem Satze I läßt nämlich die Funktion g(x) des Satzes III 


s8 





<128(g +1). 


für |e— a,|<i= —- die Abschätzun 
Ei 
Iste)| < s( V%) = Zip) 
zu, da ja g(x) im Bereiche |x — xz,| < = regulär ist und von O und 1 verschieden ausfällt. 


Daraus kann ich aber eine für |g(x)| auf der Berandung des oben erklärten Bereiches B 
überall gültige Abschätzung ableiten, die ihren Ausdruck in der Ungleichung 





wobei ö = Min |x, — &;| und o(z) = (2 — &,)- - - (2 — £ı) ist. Ist speziell |o(z,)| = R, |wo(z,)| = BR, |, — z,| = a, 
i=1,...,k 
k 
so folgt aus der vorangehenden Ungleichung a > (Y2— 8 — 1) 6. Andererseits |, — &ıl, - - - |&ı — &| = R liefert 
uns ö-ok-1> R, wobei o die Spanne von |w(z)| = R angibt. Da nun, dank der Voraussetzung der Nicht-Zerfällung 


k 
von |o(z)| SR,o <4yR ist, (vgl. den Koebe-Bieberbachschen Satz über konforme Abbildung; s. Fußnote !°)), 
k 


somuBö> KE ausfallen. Daher folgt a > 


k k 
(Ya —8—1)VR 
: | 


4k—1 





10) Vgl. L. Bieberbach, Über einige Extremalprobleme im Gebiete der konformen Abbildung, Math. Ann. 77 
(1916), S. 153—172. Übrigens läßt sich die in Frage stehende Relation auf Grund der Definition der transfiniten 
Durchmesser sehr leicht folgern. Vgl. M. Fekete, Über den transfiniten Durchmesser von linearen Punktmengen, 
Acta litt. ac scientiarum reg. univ. hung. Franc.-Jos., section sc. math. 5 (1930), S. 20. 
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(3°) \g(@)| Ss &,(p) 
findet, wenn 2,(p) = &(p) und für j>2, &,(p) = Z(Z;_,(p)) definiert wird; damit 
wird aber der gewünschte Beweis erzielt, da einerseits der Wert von |g(x)| in B nirgends 

rößer als das Maximum von |g(z)| auf der Berandung von B sein kann, andererseits 
aber &,(p) <= Zg(p) ist, wenn Q die in 128 (g + 1)? enthaltene größte ganze Zahl bedeutet, 
da ja Z({p) 2p und folglich für u>v Z,(p) = %,(p) sein muß. 

8. Um (3°) zu beweisen, beachte man, daß es möglich ist, von x ausgehend, längs 
einem sich nicht schneidenden, auslauter zu B gehörigen Maschenseiten zusammengesetzten 
Polygonzug Z jeden der an der Berandung von B liegenden Knotenpunkte x zu erreichen; 
und zwar braucht man, um auf einem möglichst kurz gewählten Z von x, den Punkt x 
zu erreichen, sicherlich weniger als v — 1 Maschenseiten zu durchlaufen !), 

Bezeichne man die aufeinander folgenden Knotenpunkte auf Z, die man auf dem 
Wege von x, bis x passiert, der Reihe nach mit x,,..,2.=* (u <v—2), so ist nach 
dem oben gesagten |g(x,)| <= 2,(p), und daraus kann man, durch wiederholte Anwendung 
des Satzes I, |g(x,)| Ss 2,(p), |g(23)| S 23(p), - - -, |g(&,.)| S &Z,(p) schließen, da einerseits 
=] | =: =|, —a.-ı| = 1 ist, andererseits g(x) nach der Voraus- 


setzung für |2 — x;| S 5 regulär und von 0 und 1 verschieden ist, weil x; einen Eck- 


punkt eines solchen Quadrates bedeutet, das mindestens einen Punkt x* von B enthält 
und darum |; — ı*| <IyY2 = z und für ein x mit |e —x;| s 5 auch die Unglei- 
chung |e — x#| s o bestehen muß. |g(x.)| Ss &,(p) liefert uns, wiederum auf Grund 
von I, die Ungleichung |g(x)| Ss &,.+1(p) in allen Punkten derjenigen Strecken, die x, mit 
den nächstliegenden Knotenpunkten des diesen Punkt x, enthaltenden Berandungspoly- 
gonzuges von B verbinden. Da a +1» — 1 und somit Z,:ı(p) S Z,(p) ist, so ist 
'g(x)| s &,(p) auf allen Maschenseiten, die zur Berandung von B gehören; w. z. b. w. 


9. Unter den Voraussetzungen des Satzes II gab es eine von geometrischer Natur: 
die Forderung in bezug auf den Bereich |o(x)| < R, wonach dieser aus einem Stücke 
bestehe. Ich habe mich überzeugt, daß im Falle, wo »(x) ein quadratisches Polynom be- 
deutet, die Möglichkeit für die Abschätzung des Betrages von F(x) im Bereiche |o(x)| s #R 
(auf die im Satze II charakterisierte Weise) auch dann fortbesteht, wenn die eben- 
erwähnte Forderung nicht erfüllt ist. Jedoch gelang es mir bisher nicht, ähnliches für 
k> 2 allgemein zu beweisen. Ich hoffe auf diese Frage bei einer anderen Gelegenheit 
zurückzukommen. 

10. Diesmal will ich noch den Satz II (in der Form, wie ich ihn oben bewiesen 
habe) anwenden, um den bekannten Picard-Landauschen Satz auf die Potenzreihen (2) 
ähnlich zu verallgemeinern, wie im Satze II der Schottkysche Satz I erweitert wurde. 


Ich formuliere den erwähnten Satz in der folgenden Gestalt: 


IV. Es sei die Potenzreihe (1) für |e —&| <r konvergent und ihre Summe von O 
und 1 verschieden, ferner lasse sich der Betrag von a, nach oben, bzw. — für ein bestimmtes 
n=1 — der Betrag von a„ nach unten durch positive Zahlen (} bzw. u) abschätzen; dann 


befriedigt r die Ungleichung 
r<L(,u,n), 
wobei L nur von A, u und n abhängt. 


1) Im Falle » = 4 ist die Richtigkeit der Behauptung klar; sie läßt sich durch vollständige Induktion auch für 
beliebige » > 4 beweisen; übrigens würde (für unsere Zwecke) genügen, uns auf die triviale Tatsache zu berufen, daß 
es ein Z gibt, wobei die Anzahl der Maschenseiten < 4» ist. 
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Diesen Satz, im Falle der Potenzreihe (2), enthält der Satz 
V. Zu jedem positiven A und u, und zu jeder natürlichen Zahl n gibt es eine positive, 
außer von diesen Zahlen u vonk (kZ 2) abhängende Größe L= L(}, u,n, k) derart, daß jede 


Potenzreihe (2) mit w(x) = u ‚« — £,;), Max !@o(2) | s A, Max | A„(2)| Z u, welche im Bereiche 


o(z)=0 o(z)= 0 


|o(x)| = Max (L, M) konvergiert, daselbst eine Summe F(x) liefert, die dort mindestens 
einmal gleich O oder 1 wird. Hierbei ist M durch die Gleichung 
M = Max |v(x)| 
o’(z)=0 


definiert. 

Beweis: Aus der Definition von M folgt, daß für R> M der Bereich |o(x)| < R 
aus einem Stücke besteht (vgl. die Fußnote ®)). 

Ist (2) für |o(xz)| < R konvergent, mit der Summe F(x), so kann man die Koeffi- 


zienten a„(x) von (2) für jedesn > 0 und für jedes x mit |o(x)| < ” in der Form 


4 


Iri n+1 a 
= da u Zu 





(3) An(x) = 


ausdrücken, wobei r zwischen Z und = derart festgesetzt ist, daß auf |v(£)| = r keine 


Nulistelle von »’(x) liegt und folglich diese Linie entweder aus einer einzigen geschlossenen 
Jordankurve J besteht, oder in mehrere solche, voneinander getrennte geschlossene 
Jordankurven J,(r=41,...,A<k) zerfällt, längs deren bei positivem Umlauf inte- 
griert werden soll. 


In der Tat, für |o(x)| < 2 gelten die Relationen: 


N az) ale)" = F(x) = an F(&) "m 1 & F(E) w(£) — w(x) de 

















— E—ı 2ni o(E) E—ı f ©(x) 

ni lo@)I=r N o(£) 

BI. F(E) w(£) — w(x) o(x)\" 5 F(£) ne) —_ OR) 48 
"mPae” s=e Zen #- Z Hm 


wobei die letzte Reihe für |v(x)| < 7 gleichmäßig konvergiert, daher muß die daselbst 


ebenfalls gleichmäßig konvergente Reihe "o(2)"(antz) — jr — ezettlas) 
n=0 
Io()l= 


eine identisch verschwindende Summe liefern, woraus, wie bei u gewöhnlichen Potenz- 
reihen, das identische Verschwinden der Potenzkoeffizienten, d. h. die Richtigkeit der 
Formel (3) gefolgert werden kann. (Vgl. die Dissertation von Kienast, a. a.0.?)) 
Um, davon ausgehend, den Satz V zu beweisen, bemerke ich zunächst, daß man 
den Integrationsweg in (3) derart modifizieren kann, daß man die Kurve J, bzw. jede 
J; (oder einzelne Gruppen G der J,) durch irgendeine andere, sie umschließende Jordan- 








kurve J*, bzw. J# (oder J**) ersetzt, welche im Bereiche r < |v(£)| < _ gelegen ist, da 


doch dann der Integrand auf der linken Seite von (3), nach unseren Voraussetzungen, im 
Ringe zwischen J und J*, bzw. J, und J* (oder G und J**) regulär ist. 

Ich will als J*, bzw. J* (oder J**) immer eine solche Kurve wählen, die noch 
der Forderung entspricht, daß der Quotient des Kurvenumfanges und der minimalen Ent- 
fernung der Kurve von den Nullstellen &; des w(x) sich (mit Hilfe von %k) leicht nach 
oben abschätzen läßt: 
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Konstruiert man zum durch J bzw. J, beränderten Bereiche 8 bzw. ß,, wie im $ 6 
das B zu B, je ein überdeckendes quadratisches Netzwerk N bzw. N,, (wobei aber die 
Rolle von x, dem Anfangspunkte zugeteilt sei), so entspricht der einfachgeschlossene 
Polygonzug P bzw. P,, welcher dessen einzige, oder, wenn das Netzwerk mehrfach zu- 
sammenhängend ist, seine äußere Berandung bildet, jeder der 3 obigen Forderungen, 
falls die (gemeinsame) Länge ! der Maschenseiten geeignet festgesetzt wird, es sei 
denn, daß N, mit einem N, eine Masche gemeinsam besitzt; in diesem Ausnahms- 
falle vereinige man sämtliche so verkettete Netzwerke N,, N,,..., die mindestens paar- 
weise gemeinsame Maschen besitzen, zu einem einzigen Netzwerke N, dessen einfach- 
geschlossene (äußere) polygonale Berandung // dann (bei der erwähnten Modifikation 
des Integrationsweges an die Stelle der Gruppe G der von N überdeckten (,,C,,... 
treten soll. 

Es bedeute » die Anzahl der Maschen, aus welchem das fragliche Netzwerk zusammen- 
gesetzt ist; dann ist der Umfang von P bzw. P, bzw. // < 4Avl, wobei » der Ungleichung 

k 


R u. on 
< (a 4 ) befriedigt, da ja die Spanne des durch das Netzwerk übergedeckten 
. 
Bereiches nicht größer als die Spanne von |»(x)| < R sein kann, also sicherlich < Ay R 
ausfällt. 
Andererseits ist die minimale Entfernung des zur (äußeren) Berandung dienenden 
Polygonzuges von den Nullstellen &; nicht kleiner, als die entsprechende Größe ım Falle, 





wo der Polygonzug durch die Lemniskatenlinie |»o(x)| = z ersetzt wird. d. h. man kann 
R k 
4 YR 
die fragliche Entfernung nach unten durch —, —= —. abschätzen (vgl. die ana- 
ayry © 


loge Abschätzung in der OR" )), woraus für den oben definierten Quotienten als 


obere Schranke 4**' - (# VR - >) sich ergibt. 


Er 
YR 
Um zu sichern, daß P bzw. P, bzw. I/ im Bereiche r S| o(z)| Ss T enthalten sei, 


| R 
genügt esoffenbar! s Eu setzen, wobei A den Abstand zwischen o»(z) = p) und |v(x)| = % 





k 
bedeutet; nun ist A > a - s (vgl. die Abschätzung für a ın der Fußnote®)), 


E_ ri 
3\ ,z 
pam 
12.0 
trefien, was für den fraglichen aan! die nur von k abhängende Schranke 


„=syalı 3 BE 
En 


also kann ich die Wahl 





liefert. 














224 Fekete, Über den Schottkyschen Salz. 


Auf Grund dieses Resultates und der Formel (3) kann ich nun den Beweis von V 
in wenigen Schritten zu Ende führen. In der Tat, für den Fall, wo |o(x)| S r aus einem 
Stücke besteht, folgt aus (3) 








_ A h_FÜ)_wlE) — ol) 2 
An(X) . 2mi } al£)"t" En: de \o(x)| 5 Z 
und daher gilt 
1 1 
< = ne 4 
u = Max [au()| “in ve a er n "Sk; 
2Ol=T 5) 
was für R die Abschätzung 
(4) R<4|/* Max |F(&)| 
l=T 


liefert, während im Falle, wo |v(z)| Sr aus Ah (1 <hS<k) voneinander getrennten 
Bereichen, und dementsprechend der Integrationsweg |w(x)| = r in dem Integral der 
Formel (3) aus h getrennten Jordankurven J, zusammengesetzt ist, die Ersetzung der J, 
durch die oben erklärten Polygonzüge P, bzw. im Notfalle durch Polygonzüge wie 
II den Koeffizienten a,(x), für die Nullstellen &,; von &(x) in der Form 


1 Fi) ol) —o(e) 
a n+1 dE ’ 
27 IF w(E) —-, 
wo längs jenem der eben genannten Polygonzüge integriert wird, welcher £; umschließt, 
erscheinen läßt, woraus die Beziehung 


a„(8;) = 





„u S Max |a,(2)| S { Max al. — 
2rn 3 


R n 
(x) == 0 an 
|o(S)| = y. (7 


und daher wiederum 


n 


(4) R< «AV Max | F(£)| 


3R 
E)l = — 
[o(£)] 7 





folgt. 
Ist nun die Summe F(x) von (2) im Bereiche |w»(x)| < R von O und 1 verschieden, 
so kann man, nach dem Satz II, für Max | F(£)| eine obere Schranke S* finden, die nur 
3R 
l@I=— 
von A = Max|a,(2)| und von k abhängt; verknüpft man diese Tatsache mit (4) so 


w(z)=0 
sieht man sofort, daß jedes R mit R>M, für welches (2) im Bereiche |o(z)| < R 
gegen eine überall von 0 und 1 verschiedene Summe konvergiert, der Bedingung 


n 


R<4 * S* = L(A, u,n, k) 


unterworfen ist. W. z. b. w. 
Jerusalem, 28. Februar 1931. Math. Institut der hebräischen Universität, 





Eingegangen 12. März 1931. 
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Beiträge zur Klassifizierung der Flächenabbildungen. 


Von Heinz Hopf in Zürich. 


Die Aufgabe, die Klassen der Abbildungen der geschlossenen orientierbaren Fläche 
F, vom Geschlecht p auf die geschlossene orientierbare Fläche F, vom Geschlecht q 
aufzuzählen, scheint mir sowohl wegen des Zusammenhanges mit funktionentheoreti- 
schen Fragen, — da eine über einer Riemannschen Fläche des Geschlechtes g ausgebreitete 
Riemannsche Fläche des Geschlechtes p eine derartige Abbildung definiert!) —, als 
auch vom rein topologischen Standpunkt aus großen Interesses wert zu sein. Gelöst 
ist sie nur für spezielle p, g. Sieht man von diesen Sonderfällen, auf die wir sogleich zurück- 
kommen werden, ab, so ist, wie man leicht zeigt ?), die gewünschte Aufzählung identisch 
mit der Angabe aller Homomorphismen der Fundamentalgruppe &, von F, in die Funda- 
mentalgruppe ©, von F,°); aber dieses gruppentheoretische Problem dürfte kaum leichter 
zu erledigen sein als das ursprüngliche geometrische. 

Die erwähnten Fälle, die man beherrscht, sind die, in denen eine der Flächen das 
Geschlecht 0 hat. Ist zunächst qg = 0, so gibt es nach einem Satz von Brouwer ®) zu jeder 
ganzen Zahl c eine und nur eine Klasse von Abbildungen der F, auf die F, vom Grade c. 
Ist g=21,p = 0, so bewirkt eine Abbildung / der F, auf die F, stets eine, infolge des 
einfachen Zusammenhanges der F, nach dem Monodromieprinzip eindeutige, Abbildung f’ 
der F, auf die, der Ebene homöomorphe, universelle Überlagerungsfläche F’ von F;: 
die Bildmenge f’(F,) läßt sich auf F’ stetig in einen Punkt zusammenziehen, und diesem 
Vorgang entspricht auf F, eine Zusammenziehung der Menge f(F,) in einen Punkt; 
mithin bilden alle Abbildungen der F, auf die F, (g Z 1) eine einzige Klasse. Wir werden 
im folgenden daher stets p, qg Z 1 voraussetzen. 

Unser Problem läßt sich, wie schon gesagt wurde und wie im $ 1 auseinandergesetzt 
werden wird, sowohl geometrisch als gruppentheoretisch deuten und anfassen. Beide 
Möglichkeiten werden mit großem Erfolg in den Untersuchungen von J. Nielsen ®) aus- 
genutzt; in ihnen handelt es sich zwar um topologische Abbildungen der Flächen auf 
sich bzw. um Auto-Isomorphismen der Fundamentalgruppen, jedoch dürften sich Me- 
thoden und Ergebnisse zum Teil auf beliebige Abbildungen ausdehnen lassen. Von der 


1) S.z. B. A. Hurwitz, Über Riemannsche Flächen mit gegebenen Verzweigungspunkten, Math. Annalen 39 
(1891); (V. Abschnitt: Flächen, welche über einer gegebenen Fläche ausgebreitet sind). 

2) L.E. J. Brouwer, Aufzählung der Abbildungsklassen endlichfach zusammenhängender Flächen, Math. 
Annalen 82 (1921); (besonders: „Vierter Hauptfall‘‘). 

®) Unter einem Homomorphismus von &» in &, verstehen wir eine eindeutige, nicht notwendigerweise ein- 
eindeutige, die Gruppenoperation erhaltende Abbildung von ®p auf eine, i. a. echte, Untergruppe von &g. 

4) L. E. J. Brouwer, Sur la notion de „classe‘“ ... ., Proc. of the V. intern. Congr. of Math., Cambridge 1912. 
— Over &6n-66nduidige transformaties ... ., Amst. Akad. Versl. 21 (1913). — S. auch H. Hopf, Abbildungsklassen 
n-dimensionaler Mannigfaltigkeiten, Math. Annalen 96 (1926). 

5) J. Nielsen, Untersuchungen zur Topologie der geschlossenen zweiseitigen Flächen, Acta mathematica 50, 53 
(1927, 1929). 
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rein geometrischen Seite her sind wichtige Beiträge zu der Lösung des Problems von 
H. Kneser *) geliefert worden, von denen hier die folgenden genannt seien: Der Ab- 
bildungsgrad c unterliegt der Beschränkung |c|-(g—A1) sp—1; ist p =g, so ent- 
hält jede Klasse, für die c= +1 ist, eine topologische Abbildung. 

Auf algebraisch-gruppentheoretischem Wege habe ich in einer vor kurzem in diesem 
Journal erschienenen Arbeit”) Sätze über Abbildungen n-dimensionaler Mannigfaltig- 
keiten bewiesen, die im Falle n = 2 hierher gehören. Für diesen Fall läßt sich der Beweis 
des Hauptsatzes ®), aus dem fast alles andere leicht auf rein algebraischem Wege folgte, 
insofern wesentlich elementarer — wenn auch vielleicht nicht durchsichtiger — gestalten, 
als die Methode der früheren Arbeit die Heranziehung 4-dimensionaler Mannigfaltig- 
keiten zwecks Behandlung der Flächen erforderte, während man, wie im folgenden gezeigt 
werden wird, im Falln = 2 auch mit einer anderen, ganz in zwei Dimensionen operieren- 
den Methode zum Ziele und damit zu Beiträgen für die Beantwortung unserer Frage 
gelangt ($$ 2, 3, &). 

Infolge der Äquivalenz des geometrischen und des gruppentheoretischen Problems 
muß es möglich sein, aus einem vorgelegten Homomorphismus von ©, in ©, alle geome- 
trischen Abbildungseigenschaften abzulesen, die innnerhalb der Abbildungsklassen 
invariant sind. Die wichtigste und einfachste derartige Eigenschaft ist der Abbildungs- 
grad. Die Aufgabe, ihn aus dem Homomorphismus zu bestimmen, wird gelöst. Die eigent- 
liche Hauptaufgabe, alle Homorphismen aufzuzählen, ist für den Fall g = 1 leicht lösbar 
($ 2); für den allgemeinen Fall wird sie nur insofern gefördert, als Bedingungen angegeben 
werden, die dafür notwendig sind, daß eine Zuordnung von Elementen der Gruppe ©, 
zu den Erzeugenden von ®, einen Homomorphismus von ©, in ©, bewirkt. Aber diese 
Bedingungen sowie die sich ergebenden Zusammenhänge zwischen dem Gruppenhomo- 
. morphismus und dem Abbildungsgrad ($$ 3, 4, 5) dürften auch an sich interessant sein. 


$ 1. Die Homomorphismen der Fundamentalgruppen und die Abbildungsklassen. 


Eine Abbildung f von F, auf F, bewirkt bekanntlich ®) folgendermaßen eine Ab- 
bildung von ®, auf &,: Den geschlossenen Wegen durch einen Punkt x von F, ent- 
sprechen geschlossene Wege durch den Bildpunkt & = f(x); äquivalenten Wegen, d.h. 
solchen, die sich unter Festhaltung von x ineinander deformieren lassen, entsprechen 
dabei äquivalente Wege durch £; mithin wird die Gruppe ®,(x) der Klassen äquivalenter 
Wege durch x, die die Fundamentalgruppe ©, repräsentiert, in die, ©, repräsentierende, 
Gruppe ©,(£) der zu £ gehörigen Äquivalenzklassen abgebildet, und diese Abbildung 
ist ein Homomorphismus. Faßt man ihn als Homomorphismus der — vom Punkte z 
unabhängigen — Gruppe ©, in die Gruppe ©, auf, so ist er nur bis auf innere Auto- 
morphismen von ®, bestimmt. Bezeichnen wir die Gesamtheit der Homomorphismen 
von ®, in ®,, die durch innere Automorphismen von ®, aus einem Homomorphismus 
hervorgehen, als eine ‚„Homomorphismenklasse‘‘, so definiert also f eine Homomorphis- 
menklasse von ®, in ®,. Bei stetiger Abänderung von / bleibt die Homomorphismen- 
klasse ungeändert; es gehört also zu jeder Abbildungsklasse von F, auf F, eine wohl- 


6) H. Kneser, Glättung von Flächenabbildungen, Math. Annalen 100 (1928); Die kleinste Bedeckungszahl 
innerhalb einer Klasse von Flächenabbildungen, Math. Annalen 103 (1930). 

?) Zur Algebra der Abbildungen von Mannigfaltigkeiten, Bd. 163 (1930); im folgenden mit „A.“ zitiert. 

°), A., $ 3, Satz 1. 

») Bezüglich allgemeiner Eigenschaften der Fundamentalgruppen und ihres Verhaltens bei Abbildungen 
vgl. man $ 1 und $ 2, 1 meiner Arbeit: Zur Topologie der Abbildungen von Mannigfaltigkeiten, II. Teil, Math. An- 
nalen 102 (1929). — Wir werden übrigens alle vorkommenden Gruppen additiv schreiben. 
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bestimmte Homomorphismenklasse von ©, in &,. Ist 4 der durch f bewirkte Homo- 
morphismus von &,(z) in ©,(£), so läßt sich / stetig in eine Abbildung f’ abändern, die einen 
willkürlich vorgeschriebenen Homomorphismus #’ der durch H bestimmten Homomor- 
phismenklasse bewirkt: man hat die Abänderung so vorzunehmen, daß das Bild von x 
einen geschlossenen Weg durchläuft, der einem Gruppenelement entspricht, welches 
den H in H’ transformierenden inneren Automorphismus von ®, erzeugt !®). 

Dieser für die Abbildungen beliebiger Mannigfaltigkeiten gültige Tatbestand läßt 
sich in unserem Fall, in dem F,, F, Flächen mit p, qg 21 sind, umkehren: 

Satz I. Jede willkürlich gegebene Homomorphismenklasse von &, in &, wird durch 
eine und nur eine Abbildungsklasse von F, auf F, bewirkt. 

Beweis: x, & seien willkürlich gegebene Punkte auf F, bzw. F,; w, Way, + - -, W2p 
seien einfach geschlossene Wege durch z, die ein kanonisches Schnittsystem bilden; 
d.h. bei Aufschneidung längs dieser Wege geht F, in ein 4p-Eck P über, das wir uns 
im Fall p=1 in der euklidischen, im Fall p=2 in der hyperbolischen Ebene 
geradlinig und gleichseitig liegend denken, und dessen Seiten wir der Reihe nach mit 
lg, Wg, — U — We +, Wap—1, Wp — W2p—1, — Wp zu bezeichnen haben, wobei + w; aus 
w; hervorgegangen sind. Ist 7 ein vorgegebener Homomorphismus von ®,(x) in G,(£), 
so wählen wir in den Äquivalenzklassen H(w;) von &,(£) Wege w/ aus und definieren auf 
den w; eine Abbildung f so, daß f(x) =&, flw) = wi ist ((=1,2,...,2p). Wir 
haben diese Abbildung f zu einer Abbildung der ganzen Fläche F, zu erweitern. 

Zu diesem Zweck betrachten wir die als euklidische bzw. hyperbolische Ebene 
aufzufassende universelle Überlagerungsfläche F’ von F, und in ihr einen über £ liegenden 


Punkt £.. & sei der Anfangspunkt der Seite w, von P; wir setzen f(x) = &; der Durch- 
laufung des Randes R=w, + w — u) —W +" — Wyp-ı —Wgy, von P entspricht 
auf F, die Durchlaufung eines geschlossenen Weges W, auf dem f erklärt ist; dem Bilde 
f(W) entspricht in F’ ein in & beginnender Weg R’. Nach Konstruktion von f repräsentiert 
f{W) die Klasse 4(w,) + H(w,) — H(w,) — H(w,) + : : : — H(w,-ı) — H(wz,) von Ö,(£); 
dies ist, da w, + w — w) — W, + * * * — Wp—ı — Wa das Nullelement von ©,(x) darstellt 
und H nach Voraussetzung ein Homomorphismus ist, das Nullelement von ®©,(£&); das 
bedeutet, daß /(W) auf F, in einen Punkt zusammenziehbar ist; mithin ist der f(W) 
auf F’ entsprechende Weg A’ geschlossen. Die durch Vermittlung von W und f(W) gege- 
bene, durch stetige Fortsetzung von f(£) = & längs R entstehende Abbildung f von R 
auf R’ ist daher eindeutig. Es sei nun weiter y ein willkürlicher Punkt im Inneren von P, n 


ein willkürlicher Punkt von F’; wir definieren dann f(P) durch die Festsetzung f(y) = 7 
und durch die Vorschrift, daß für jeden Punkt r <A die Strecke yr proportional — im 
Sinne der euklidischen bzw. hyperbolischen Geometrien von P und F’ — auf die Strecke 
nf(r) abgebildet werden soll. Die gewünschte Erweiterung der auf der Punktmenge 
W-+%W, + :--+ w, erklärten Abbildung f zu einer Abbildung der ganzen Fläche F, 
geschieht nun folgendermaßen: ist z ein nicht zu der genannten Menge gehöriger Punkt 
von F,, z der ihm entsprechende Punkt in ?, so ist f(z) der von f(z) überlagerte Punkt 
von F,. Die Eindeutigkeit und Stetigkeit dieser Abbildung ergibt sich unmittelbar aus 
ihrer Konstruktion. 

Nachdem so gezeigt ist, daß jede Homomorphismenklasse von ©, in &, durch 
Abbildungen von F, auf F, bewirkt werden kann, ist noch zu beweisen, daß verschiedene 
Abbildungsklassen stets verschiedene Homomorphismenklassen bewirken, oder, was 
dasselbe ist, daß zwei Abbildungen f, f’, die Homomorphismen einer Klasse hervor- 





10) 5,573, zweiter Absatz, der soeben zitierten Arbeit. 
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rufen, immer zu einer Abbildungsklasse gehören !!). Dabei können wir — was sich durch 
stetige Abänderung von f’ erreichen läßt — annehmen, daß für einen Punkt z von F, 
f(z) = f(x) =E ist, und auf Grund des Schlußsatzes des ersten Abschnittes dieses 
Paragraphen dürfen wir überdies voraussetzen, daß f und f’ denselben Homomorphismus 
H von ©,(x) in &,(£) bewirken. 

Die gewünschte Überführung von f in f’ werden wir dadurch konstruieren, daß 
wir jedem Punkt y von F einen in f(y) beginnenden, in f’(y) endenden Weg s(y) auf F, 
zuordnen, der stetig von y abhängt und geradlinig im Sinne der euklidischen oder hyper- 
bolischen Metrik von F, ist. Wenn diese Wege gefunden sind, bezeichnen wir mit f,(y) 
den Punkt, der im Sinne der betreffenden Metrik die Strecke s(y) im Verhältnis t:1 —ı 
teilt; während i von O bis 1 läuft, geht dann f stetig in f’ über. 

Zwecks Konstruktion der Strecken s(y) betrachten wir wieder die universelle Über- 
lagerungsfläche F’ von F, und in ihr einen über & liegenden Punkt &. Ist v, ein von x 
ausgehender, in y endender Weg auf F,, so entsprechen seinen Bildern f(v,), f'(v,) zwei 
Wege v,, ö auf F’, die in & beginnen und deren Endpunkte 7,, 74 über f(y), f'(y) liegen; 
analog liefert ein zweiter von x nach y laufender Weg v, zwei von & ausgehende Wege v,, i; 
mit Endpunkten 73, 73 über f(y), f'(y). Wir behaupten, daß es eine Decktransformation 
von F’ gibt, die gleichzeitig nı in 72 und nı in 73 überführt. In der Tat: da f und f’ nach 
Voraussetzung denselben Homomorphismus HZ von ®©,(z) in &,(£) bewirken, gehören 
die beiden durch & gehenden geschlossenen Wege f(v, — v,) und f’(v, — v,) zu einer 
Äquivalenzklasse; die sie überlagernden, in E beginnenden Wege auf F’ haben daher 
denselben Endpunkt £, (der ebenfalls über £ liegt); die beiden Überlagerungswege ds, v5 
von f(v,) und f’(v,), die in & beginnen, enden daher in 7ı bzw. n1; da bei derjenigen Deck- 
transformation, die Eine überführt, ®%, und © in d; und © übergehen, werden mithin 
bei ihr nı, 71 in ns, 72 transformiert. — Da die Decktransformation eine euklidische oder 
hyperbolische Bewegung ist, bildet sie die Strecke nı nı kongruent auf die Strecke 73 72 ab. 
Die von diesen Strecken überlagerte, von f(y) nach f’(y) führende Strecke s(y) ist daher 


von der speziellen Wahl der Wege v unabhängig und hängt somit eindeutig und stetig 
von y ab. 


Damit ist der Satz I bewiesen und die Äquivalenz der Aufzählung der Abbildungs- 
klassen von F, auf F, mit der Aufzählung der Homomorphismenklassen von ®, ın ©, 
dargetan. Dieses gruppentheoretische Problem läßt sich auch folgendermaßen formulieren: 

Bezeichnen wir ein kanonisches Wegesystem auf F,, das wir früher w,, %s, . - -, W2p 
nannten und das ein Erzeugendensystem von ®, darstellt, jetzt mit a,, bı. . . -, @p, by 


und ein analoges System auf F, mit &,, By - - -, &g Ba, So gehört zu jedem Homomorphis- 
mus H von ®, in ®, ein Formelsystem 


H(a;) = A:(, B) 03 

(1) H(b;) = Bi(c, ß) G=1,2...P) 
wobei die A,, B; Summen in den «,, ß;(j = 1,2,...,g) sind, die im allgemeinen von der 
Reihenfolge der Summanden abhängen. Die Frage nach den Homomorphismenklassen 
läßt sich nun in folgende zwei Fragen zerlegen: 1. Unter welchen Bedingungen ist bei 
willkürlich gegebenen Ausdrücken A,, B; die durch (1) bestimmte Gruppenabbildung 4 
ein Homomorphismus ? 2. Wenn man zwei Systeme A,, B;; Ai, Bi hat, von denen jedes 
durch (1) einen Homomorphismus H bzw. H’ definiert, unter welchen Bedingungen 
gehören dann H und H’ zu einer Homomorphismenklasse ? 





11) Dieser Beweis steht in der unter ?) genannten Arbeit von Brouwer. 
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Die erste Frage läßt sich auch anders fassen. Die Erzeugenden a,, b; und a;, ß; von 
&, bzw. ©, erfüllen bekanntlich die Relationen 1?) 
41 +b,—,—b+ +, +b,—-—,—b,=0 
Harn ht tu th — =; 
aus der ersten von ihnen folgt, wenn H ein Homomorphismus ist, 
(2) A,(a, ß) 7 B,(, ß) 2 A,(a, ß) ne B,(a, ß) u .0.+ u 0, 
d. h. der links stehende Ausdruck in «,;, ß; ist das Nullelement von ®,. (2) ist also not- 
wendig dafür, daß 7 ein Homomorphismus ist; diese Bedingung ist aber auch hinreichend. 
Das kann man leicht gruppentheoretisch, oder auch folgendermaßen geometrisch erkennen: 
man definiere wie im Beweise des Satzes I auf den Wegen a,, b; eine Abbildung f so, daß 
für die Bilder die Beziehungen 
fa) = Ai(a, PB), Fb) = Bila, PB) 
gelten; man schneide wie früher F, längs der a;, b; so auf, daß das Ap-Eck P entsteht, 
dessen Seiten mit + a;, + 5; zu bezeichnen sind, und bilde zunächst den Anfangspunkt 


—_ 


z von + a, auf den Punkt £ der universellen Überlagerungsfläche F’ von F ab; diese 
Abbildung setze man längs des Randes R von P durch Vermittlung der auf den a,, b; 


erklärten Abbildung f stetig zu einer Abbildung f fort; bei Durchlaufung von R beschreibt 
der Bildpunkt einen Weg AR’ in F’; dieser Weg AR’ muß auch jetzt geschlossen sein, da 
infolge der Gleichung (2) das Bild f(W) = f{a, +b, —a, —b, +: :) auf F, in einen 
Punkt zusammenziehbar ist; daher läßt sich wie früher die bisher nur auf den a,, b; erklärte 
Abbildung f zu einer Abbildung f(F,) erweitern; der von f bewirkte Homomorphismus 4 
erfüllt (1); diese Formeln definieren also in der Tat einen Homomorphismus. Die Frage 
1. läßt sich also auch so aussprechen: 1’. Unter welchen Bedingungen erfüllen durch 
willkürlich gegebene Ausdrücke A;, B; definierte Elemente von ®, die Gleichung (2)? 

Wir werden an Stelle von (1) meistens das folgendermaßen gebildete System be- 
trachten: man gestatte in den Ausdrücken A,, B; das Kommutieren; dann werden aus 
ihnen Linearformen in den «a,, ß; mit ganzzahligen Koeffizienten, und wir schreiben 


H (a;) SE rj0 f zs;ß; 


(3) Hb) Zt; + Zusß; (=1,2,..,P; j=123,...9). 


Da die kommutierte Fundamentalgruppe nichts anderes ist als die Gruppe der eindimen- 
sionalen Homologieklassen '?), und da die a,, b; bzw. &;, ß; zugleich Basen dieser Homo- 
logieklassengruppen 3,, ®, von F,„ bzw. F, darstellen, sind die Relationen (3) Homologien, 
die den durch f bewirkten Homomorphismus von B, in ®, angeben. 

Betrachtet man neben einem durch (1) gegebenen Homomorphismus F noch einen 
Homomorphismus ’ derselben (Homomorphismen- oder Abbildungs-)Klasse, so geht FM’ 
durch einen inneren Automorphismus von ©, aus H hervor, d.h. es ist 

H'(a)=C+4—C, H(b)=C+B—C; 
beim Übergang zu dem kommutierten System ergibt sich also für ihn dasselbe System (3) 
wie für H. Das System (3) ist daher durch die Abbildungsklasse von f bzw. durch die 
Homomorphismenklasse von H eindeutig bestimmt. 

In Analogie zu den Fragen 4. und 1’. besteht jetzt die Frage 3.: Unter welchen 
Bedingungen hat die durch eine vorgegebene Matrix 





12) Wegen der Fundamentalgruppen der Flächen ziehe man etwa den 1. Abschnitt der ersten der beiden 


unter °) zitierten Arbeiten von Nielsen heran. 
13) S. z.B. O. Veblen, Analysis situs, 2. Aufl. (1931), S. 145 ff. 
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Be Ps (=1,2,..,p;j=1,2,...,9) 


(ti) (ui) 
definierte Substitution (3) die Eigenschaft, durch Kommutieren aus einem Homomor- 
phismus (1) entstanden zu sein ? Oder, anders ausgedrückt: Welche willkürlich gegebenen 
Homologien (3) werden durch Abbildungen von F, auf F, erzeugt ? 

Wir werden diese Frage nicht beantworten, sondern nur notwendige Bedingungen 


für die Koeffizienten r, s, t, u angeben; dies sind dann zugleich notwendige Bedingungen 
ım Sınne der Fragen 1. und !’. 


$ 2. Aufzählung der Klassen und Bestimmung des Grades im Fall q =1. 


Im Fallg = 1 sind alle im vorigen Paragraphen gestellten Fragen leicht zu beant- 
worten. &, wird von zwei Elementen «a, ß erzeugt, zwischen denen die Relation 
“x +ß—a&—ß=0, und sonst keine Relation besteht; ©, ist also die Abelsche Gruppe 
der Linearformen in zwei Symbolen &, 8 und fällt mit der Homologieklassengruppe 8, 
zusammen. Die Systeme (1) und (3) sind miteinander identisch, und (1) kann daher 
von vornherein in der Gestalt (3) geschrieben werden. Für zwei verschiedene (Abbil- 
dungs- oder Homomorphismen-)Klassen sind stets die rechten Seiten von (1) und mithin 
jetzt auch die rechten Seiten von (3) voneinander verschieden; die Frage 2. ist mithin 
so zu beantworten, daß zwei Homomorphismen dann und nur dann zu einer Klasse ge- 
hören, wenn zu ihnen dasselbe System (3) gehört. 

Was die Fragen 1., 1’., 3. betrifft, so sind sie einfach dadurch zu beantworten, daß 
die Ausdrücke A,;, B; bzw., was jetzt dasselbe ist, die Koeffizienten r, s, i, u überhaupt 
keinen Bedingungen unterliegen; denn wegen der Kommutativität von ®, wird die 
Gleichung (2) von beliebigen A,, B; erfüllt. — Fassen wir zusammen: 


Satz II. Jede Abbildungsklasse der F, auf die F, erzeugt eine bestimmte Trans- 
formation 


H(a)-ra+sıß i 

(3°) H(b) - 1x + uß (=1,2,...Pp); 
umgekehrt gibt es zu jeder willkürlich vorgelegten Substitution (3’) eine und nur eine Klasse 
von Abbildungen der F, auf die F,, welche diese Substitutionen erzeugen. 

Infolge dieser eineindeutigen Zuordnung zwischen den Substitutionen (3’) und den 
Abbildungsklassen muß der Abbildungsgrad durch die Koeffizienten von (3’) bestimmt 
sein. Wie man ihn findet, sagt der folgende Satz: 

Satz IIIa. Der Grad einer zu (3') gehörigen Abbildung ist 


-2 


Beweis: Die universelle Überlagerungsfläche F’ von F, fassen wir als euklidische 
%-£yz-Ebene auf, in der 


ri S 
t; u; 








ı=+m n»=%+n (m, n ganz) 


die zu F, gehörigen Decktransformationen sind, so daß man als Fundamentalbereiche 
z. B. achsenparallele Einheitsquadrate wählen kann. Unter //; werde das Parallelogramm 
mit den Ecken (0,0), (ri, s), (;+1,s:+ u,), (t, u) verstanden. PP sei wieder 
wie im $ 1 das durch Aufschneiden von F, entstandene Ap-Eck mit den Seiten 


A, db, — Ay, — dp: 5 Any dp — Ay, — bp. Bilden wir die Seiten a,, b;, — @;, — b; der Reihe 
nach proportional auf die Seiten (0,0) (r;, s;), .. ., (fi, u:) (0,0) von //,ab, so entspricht diese 
Abbildung f einer Abbildung f der Wege a,, b; von F, auf Wege von F,, welche die Sub- 
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stitution (3’) erzeugt. Wir erweitern nun, ähnlich wie früher, die auf dem Rande R von P 
definierte Abbildung f auf ganz P, und damit zugleich f zu einer Abbildung der ganzen 
Fläche F, durch die Bestimmung, daß ein im Innern von ? fest gewählter Punkt y auf 
den Punkt (0, 0) und daß für jeden Punkt z< AR die Strecke yz proportional auf die 
Strecke (0, 0) f(z) abgebildet wird. Verstehen wir unter P; den 5- -eckigen Teil von P, 
der von dem Streckenzug a; + b; — a; — b; und den Verbindungsstrecken seiner beiden 
Endpunkte mit y begrenzt wird, so wird dabei das Innere von P, eineindeutig auf das 
Innere von //; abgebildet. Der Grad dieser Abbildung ist — bei geeigneter Orientierung 


von P und von F’ — +1 oder — 1, je nachdem die Determinante D; = 7 P positiv 


r u 
oder negativ ist. Da die Ecken von IT; ganzzahlige Koordinaten haben, läßt sich /7; in 
zueinander kongruente Parallelogramme einteilen, die Fundamentalbereiche von F, 
sind und deren Anzahl gleich dem Flächeninhalt von /7;, also gleich |D;| ist; ein Punkt 
von F, hat also in //; genau | D;| Vertreter, vorausgesetzt, daß keiner von ihnen auf dem 
Rande von /J; liegt. Folglich ist der Beitrag, den das P; entsprechende Stück von F, 
zu dem Abbildungsgrad von f liefert, genau gleich D;. Hieraus und aus ? = ZP: folgt 


die Behauptung. 


$ 3. Die Bestimmung des Grades und Aufstellung notwendiger Bedingungen für die 
Homologiesubstitutionen im allgemeinen Fall. 


Daß sich im Fall g = 1 der Grad aus den Koeffizienten von (3) bzw. (3’) bestimmen 
ließ, war selbstverständlich, da in diesem Fall die genannten Gleichungen ja mit (1) 
identisch sind und da in (1) stets alle in den Abbildungsklassen invarianten Eigenschaften 
enthalten sind. Im Fallg > 2 kann man daher zunächst nur erwarten, den Grad aus (1) 
ermitteln zu können. Trotzdem läßt er sich auch in diesem allgemeinen Fall bereits aus (3) 
bestimmen. Es gilt nämlich in Verallgemeinerung des Satzes Ill a: 

Satz III. Der Grad einer Abbildung der F, auf die F,(p,g Z1), zu welcher das 
System (3) gehört, ist 


wobei j eine beliebige der Zahlen 1,2,...,g ist. 
Beweis: Wir betrachten neben den Flächen F, und F,, auf denen wir die kanonischen 
Kurvensysteme wie früher mit a,, b; bzw. «,;, ß; bezeichnen, noch eine Fläche F, mit einem 
kanonischen System x, ß und bilden F, durch eine Abbildung f, so auf F, ab, daß dadurch 
die Substitution 
(3 a) H,(a,))»o, Hl) »0 für k#+jJ, 
H(B)—P, HiB)0 für k+J 
bewirkt wird, wobei j eine fest gewählte der Zahlen 1, 2,...,g ist; daß es eine solche 
Abbildung / gibt, ist in Satz II enthalten. Nach Satz III a hat /, den Grad c, = 1. 
Zu der durch Zusammensetzung von f und f, entstehenden Abbildungen /, f von 
F, auf F, gehört die durch Zusammensetzung von (3) und (3”) entstehende Substitution 
H,H(a;) m Tij‘% + si;ßB 


5 
H,H(b;) 18 + u;ß ((=1,2,...,p) 


(4 a) 
| 
Nach Satz Illa hat daher /, f den Grad 2 o . Andererseits hat diese Abbildung, 
A un 


da sich die Grade bei der Zusammensetzung von Abbildungen multiplizieren, infolge 
c, = den Wert c, wenn dies der Grad von fist. Damit ist der Satz bewiesen. 
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Die Unabhängigkeit der im Satz III auftretenden Determinantensummen vom 
Index 7 stellt im Fallg 2 2 eine Bedingung für die Koeffizienten von (3) dar. Ihr treten 
ähnliche Bedingungen an die Seite: 


Satz IV. Zwischen den Koeffizienten einer durch eine Abbildung der F, auf die F, 
bewirkten Substitution (3) bestehen die Relationen 




















ru Sa 2 Si rin Sig 
ba . == a 'l—=—.:: = | ” ud ; 
(a) Be tı u ri la un 2 ia ug 
fi ® ‚ 
r;; Sij’ } . 
5b) N 5 in, 0 "#J); 
i ’ " 
y Ty | 
(5 6) N 
2 li; di | 
S;; Ss; 
5d ee 
m 2 Ui; Ui, 








Beweis: Die Gleichungen (5 a) sind mit Satz III bewiesen worden. Die Gleichungen 
(5b), (5c), (5d) werden ganz analog bewiesen. Man hat nur an Stelle von (3a) im 
Falle (5b) das System 
Ha;)ma, HAlka)m0 für k#+j, 

H(B)mB, Hiß)r0 für k+j, 
im Falle (5c) das System 


H(a)»oa, Hl) B, H,(&x) — 0 für A#+j7,J, 
H (ß,) 0 für alle k, 


(3b) 


(3 €) 


ım Falle (5d) das System 
H (ar) = 0 für alle k, 
HB)ma, Hpßampß, HB)m09 für A+j,J 
zu betrachten. Dann hat in jedem Fall nach Satz III a die Abbildung f, den Grad 0, 


also hat auch /, f den Grad O0. Andererseits ist dieser Grad aber nach Satz Ill a aus den 
zu f, f gehörigen Substitutionen zu ermitteln; diese lauten (in Analogie zu (4 a)) 


(3.d) 


(4 b) a a re 
H,H(b;) m 1;% + wrß; 
(4 e) de H(a;) m ra +ryBß, 
H,H(b,) “ta + tr ß; 


(4 d) ee nm 84% + Sir ß, 
H, H(b,) m Ui;% 4- uz’ß. 
Die zugehörigen Grade sind daher die in (5b), (5c), (5d) links stehenden Summen; 
mithin sind diese 0. 


Die in den Sätzen III und IV enthaltenen Bedingungen für die Koeffizienten von 
(3) lassen sich noch auf eine andere Weise aussprechen. Betrachten wir nämlich den 
Homomorphismus der Homologieklassengruppe ®, in die Homologieklassengruppe B,, 
der durch die Gleichungen 


p(Pr) = 2 rin bi; — 2 In ai 
(0 y(ar) = — sn b; + Zum a; 


definiert ist, und führen wir und F nacheinander aus, so ergibt sich aus (6) und (3) 








en 





en 
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Br my Ay 
2 Y >| Y A| 
o(&,) = Ü “ 1 > >| ü ® ß;, 
1; Bin 'U;j A 


Ui 


ki Tih Sij | 
Him=- Ey War ss d 
daher sind die Aussagen der Sätze III und W gleichbedeutend mit den Gleichungen 
(7°) Hola) = can, Hol) = ca 


fürh=1,2,...,g, und diese Gleichungen sind, da jedes Element von ®, eine lineare 
Verbindung der &,, fx ist, gleichbedeutend mit der Gültigkeit von 

(7) Ho(l)=cd 
für jedes Element Z von ®,, d.h. für jede eindimensionale Homologieklasse auf F,. Der 
Inhalt der Sätze III und IV läßt sich daher zusammenfassen zu: 

Satz V. Der durch eine Abbildung f von F, auf F, bewirkte, durch (3) ausgedrückte 
Homomorphismus H der Homomologieklassen von F, in die Homologieklassen von F, steht 
mit dem — in umgekehrter Richtung ausgeübten — Homomorphismus , der durch (6) 
bestimmt wird, in der Beziehung (7), wobei c der Grad von f ist“), 

Wir ziehen zwei Folgerungen bezüglich des Ranges der Substitution (3): 

Satz VIa. /stc #0, so hat die Substitution (3) den Rang 2q "). 

Satz VIb. /st ce = 0, so ist der Rang von (3) höchstens gleich p "*). 

Beweis von VIa: Die 2g Elemente c«;, cß; sind unabhängig in ®,. Infolge von 
(7) und (6) sind sie lineare Verbindungen der rechten Seiten von (3). Unter den Zeilen 
der Koeffizientenmatrix von (3) sind also 2q linear unabhängige. Da die Anzahl der 
Spalten 2g ist, hat die Matrix daher den Rang 24. 

Beweis von VIb: Da die Matrix von (6) aus der Matrix von (3) durch Übergang 
zur Transponierten und durch Multiplikation der letzten g Zeilen und der letzten p Spalten 
mit —1 entsteht, haben die beiden Matrizen gleichen Rang o. Ändern wir unsere bis- 
herige Bezeichnung derart, daß wir die a,b; mit c; (i =1, 2,...,2p), die &,, ß„ mit 
yn(h=1,2,...,29), die Koeffizienten von (3) und (6) mit v;(i =1,2,...,2p; 
i=1,2,...29) und wu (i=1,2,..,2p;h=1,2,...,2g) bezeichnen, so daß die 
Substitutionen also die Gestalt 

H(c) = = Y%;yi 

p(y,) = 2 um ci 
erhalten, so ist infolge von c = 0 und von (7) 

2 Uni U = 0. 
Die Zahlenreihen vı;, vaj,...,%ap; mit j=1,2,...,2g, unter denen o unabhängige 
sind, sind also Lösungen des Gleichungssystems 

= Uni = 0 

für die 2p Unbekannten x;. Da die Koeffizientenmatrix dieses Systems den Rang o hat, 
besitzt das System 2p — o unabhängige Lösungen. Folglich ist o <2p —o,d.h.o=p. 

Bemerkungen: 1. Der Satz VIa läßt sich auch auf ganz anderem Wege beweisen 


und verschärfen ($ 5, letzter Satz). 
2. Aus Vla folgt, daß, wenn c + 0 ist, p nicht kleiner als q sein kann, da die Matrix 
von (3) ja nur p Zeilen hat, daß man also im Fall p <g die F, nicht mit einem von 0 





14) A., Satz Ib. 
15) A., Satz Ila. 
16) A., Satz V. 
Journal für Mathematik. Bd. 165. 30 
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verschiedenen Grade auf die F, abbilden kann. Diese Tatsache ist aber nur ein Spezial- 
fall des in der Einleitung angeführten Satzes von H. Kneser. 
3. In VIa und VIb ist enthalten, daß bei den Abbildungen der F, auf sich als 


Ränge von (3) nur die Zahlen 0, 1,..., p und 2p, aber nicht die Zahlen p + 1,...,2p —1 
auftreten können. 


$ 4. Das Verhalten der Schnittzahlen. 


Zu je zwei geschlossenen Wegen z,, 2, auf F,„ gehört eine „Schnittzahl‘“ (z, : z,), 
die man in bekannter Weise durch Abzählen der mit + 1 oder —1 zu bewertenden 
Schnittpunkte von z, und 2, erhält!”); sie hängt nicht von den speziell gewählten Wegen 
21), 29, sondern nur von deren Homologieklassen ab. Sie ist distributiv, d.h. es ist 
((z1 + 21) 2) = (21°2,) + (21 '2,) usw.; es genügt daher, die Schnittzahlen für die Ele- 
mente einer Basis zu kennen. Für eine kanonische Basis a,, b; ist bekanntlich 

(8) (5) =1, (5 4) =0 fürıkk (a) = (bb) = 0 
und analog auf F, 

8) (6 B)=1 (a; Br) =0 für 7 +h, (a; 0) = (Bi Pr) = 0; 
außerdem gilt für beliebige Wegepaare auf F, oder F, 

(8") (2 '2)=—- (22) (4%) =—(&:d)). 

Der Zusammenhang zwischen den Homomorphismen H und läßt sich mit Hilfe 
der Schnittzahlen in einfacher Weise ausdrücken. & ist nämlich unter allen linearen 


Substitutionen, d.h. Homomorphismen, von 93, in 3, dadurch charakterisiert, daß 
für beliebige Elemente z, £ von ®B, bzw. 8, die Gleichung 

(9) (p(£) 2) = (2 H(z)) 
besteht). Um (9) zu beweisen, genügt es, die Richtigkeit für die Basiselemente nach- 
zuprüfen. Für diese ergibt sich in der Tat aus (3) und (6) unter Berücksichtigung von 
(8), (8°), (8°) 

(10) ( Hla))= sn = (plan) a), (nr Hlb))= un = (plan) bi), 

(Pr H(a)) = — rin = (P(Pr) a), (Ba Hlbi)) = — tin = (PlPr) bi). 

Setzt man umgekehrt eine lineare Substitution @ mit willkürlichen Koeffizienten an und 
verlangt die Gültigkeit von (9), so müssen die Gleichungen (10) gelten, und dies bedeutet, 
daß die Koeffizienten von @ gerade die durch (6) gegebenen sein müssen. 

Infolge dieser Charakterisierung von x kann man dem Satz V auch die folgende 
Fassung geben, die den Vorteil hat, daß in ihr keine speziellen Basen von 8, und ®, 
auftreten: 

Satz V’. /st H der durch eine Abbildung [ der F, auf die F, bewirkte Homomorphismus 
von By in B., so ist H mit dem Homomorphismus p von B, in B,, der durch (9) bestimmt 
ist, durch die Gleichung (7) verknüpft, wobei c der Grad von f ist. 

Setzt man in (9) { = Z,,2 = p({,), so erhält man auf Grund von (7) die für be- 
liebige Elemente Z,, ö, von 3, gültige Gleichung 


(11) (p(d1) : P(£2)) = cldı Lo). 
Ist 
(12) 2, = Y(dı), 2 = 9(L,), 


17) Außer auf die in A. zitierten Arbeiten, in denen die Schnitt-Theorie für beliebige Mannigfaltigkeiten dar- 
gestellt ist, sei hier hingewiesen auf: H. Weyl, Die Idee der Riemannschen Fläche, 2. Auflage, Anhang. 
18) Im wesentlichen mit A., Gl. (4) identisch. 
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so ergibt sich, wenn man (11) mit c multipliziert und wieder (7) anwendet, 

(13) (2, 2) = (H(z,)  H(2,)). 

Die Elemente, die (12) erfüllen, d. h. alle Elemente g(£) mit beliebigem £ < #,, bilden 
eine Untergruppe von 3,, die wir sinngemäß mit @(B,) bezeichnen. Auf Grund von (13) 
ist das Verhalten der Schnittzahlen der Elemente von g(%,) bei der Abbildung voll- 
ständig zu übersehen: 

Satz VII. Die Schnittzahlen je zweier Elemente der Gruppe g(®,) multiplizieren 
sich bei der Abbildung gemäß (13) mit dem Grade c. 

Wenn c #0 ist, so folgt aus (7), daß für zwei durch (12) gegebene Elemente z,, 2, 
nur dann H(z,) = H(z,) sein kann, wenn £, = {,, also z, = 2, ist; also gilt: 

Satz VIII. /st c #0, so wird die Gruppe y(B,) durch H einstufig isomorph auf 
eine Untergruppe von ©, abgebildet; diese Untergruppe besteht nach (7) aus den c-fachen 
Elementen von B,"?). 

Es sei ®, die Untergruppe von ®,, die aus denjenigen Elementen besteht, deren 
H-Bilder c-fache Elemente von ®, sind; d.h. es sei dann und nur dann z<3,, wenn 
es ein Z gibt, so daß c£ = H(z) ist. Infolge von (7) ist g(B,)<B;. Ferner sei N die 
Untergruppe von ®,, die aus den Elementen z besteht, für die H(z) = 0 ist. Dann gilt: 

Satz IX. /stc=#0, so ıst B, die direkte Summe der Gruppen WR und y(B,) ”°). 

Beweis: Ist z< B,, so gibt es ein ömit c£ = H(z); dann ist wegen (7) H(z) = H(y(£)), 
also H(z— o(£))=0, d.h. z= o(£) +2, mit ,<N. Diese Summendarstellung ist 
eindeutig; denn aus p(£’) + » = y(&”) + 5 mit z,, u <R folgt H{o(’) — p(”)) = 0, 
mithin nach (7)ceZ’ =c{L”. Dac #0 ist, folgt hieraus £’ = £’”’ und daher auch 5 = %. 
zläßt sich also auf eine und nur eine Weise in der Form z = o(£) + 2, („g< N) darstellen. 
Das bedeutet, daß 83, die direkte Summe von R und o(B,) ist. 

Die Sätze VII, VIII, IX gestatten im Fall c # 0, die Wirkung von # auf die Ele- 
mente von ®, und auf ihre Schnittzahlen weitgehend zu übersehen. Denn da das c-fache 
jedes Elements von ®, in ®, enthalten ist, genügt es im wesentlichen, diese Gruppe zu 
betrachten. Sie wird gemäß IX in einer durch H eindeutig bestimmten Weise in zwei 
direkte Summanden N und o(%,) zerlegt. Die Wirkung von H auf X ist nach Definition 
von R vollständig bekannt; die Wirkung von H auf g(®,) wird durch die Sätze VII und 
VIII beschrieben. 

Die Sätze V bis IX habe ich früher für beliebige n-dimensionale Mannigfaltigkeiten 
aus einem Satz?) abgeleitet, der mit ganz anderen Methoden als den hier verwendeten, 
nämlich unter Benutzung des 2n-dimensionalen Produktes der beiden Mannigfaltig- 
keiten bewiesen wurde. Diesem Satz liegt der Begriff des ‚‚Ringes‘ einer Mannigfaltig- 
keit zugrunde, bezüglich dessen Definition auf die frühere Arbeit verwiesen sei; in unserem 
Falln = 2 sind die einzigen nicht trivialen Eigenschaften des Ringes die Schnittzahlen 
von geschlossenen Wegen, wie wir sie eben betrachtet haben. Auch wegen des Wort- 
lautes des erwähnten Satzes sei auf die frühere Arbeit verwiesen. Sein Beweis ist auf 
Grund unserer gegenwärtigen Sätze ganz leicht zu führen. Man hat nur den für die 
geschlossenen Wege von F, schon definierten Homomorphismus 9 durch die Festsetzungen 


pl) =c7, Y(F)=F, 
worin £°, 2° Punkte auf F, bzw. F, bedeuten, auch für die 0- und die 2-dimensionalen 
Zyklen zu erklären. Dann sind die Behauptungen des Satzes, soweit sie nicht trivial 
sind, mit unseren Gleichungen (7), (9), (11) identisch. 





19) A,, Satz II. 


%) A., Satz I. 
30* 
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$ 5. Der Index der Abbildung. 


Während sich die Sätze der beiden letzten Paragraphen aus der Betrachtung des 
kommutierten Systems (3), also der Beziehungen zwischen den Homologieklassen- 
gruppen ®, und ®, ergaben, sei jetzt noch auf Tatsachen hingewiesen, die aus Eigenschaften 
des ursprünglichen Homomorphismus der Fundamentalgruppe ©, in die Fundamental- 
gruppe ®, beruhen. Die Beweise, die an anderer Stelle geliefert worden sind, können 
von dort unverändert übernommen werden?!). 

Die durch 7 vermittelten Bilder der Elemente von ©, bilden eine Untergruppe 
von ®,, die bis auf innere Automorphismen von ®, durch die (Abbildungs- oder Homo- 
morphismen-) Klasse bestimmt ist. Ihr Index 7, d. h. die Anzahl der Restklassen, in die 
@&, nach dieser Untergruppe zerfällt, ist eine Klasseninvariante. Zwischen j und dem 
Grade c besteht der folgende Zusammenhang, der, da c nach Satz III aus den Formeln 
(1) zu bestimmen ist, eine notwendige Bedingung für die rechten Seiten A;, B; von (1) 
ausdrückt: 

Ist der Grad c #0, so ist der Index j endlich und ein Teiler von c. 

Aus diesem Satz, — den man geometrisch durch Betrachtung gewisser Über- 
lagerungsflächen von F, beweist —, folgt bei dem Übergang zu dem System (3): 

Das Produkt der Elementarteiler der Matrix von (3) ıst ein Teiler von c; und zwar 
ergibt sich dieser Satz aus dem erstgenannten auf Grund des folgenden: 

Ist j endlich — ist also etwa c #0 —, so hat die Matrix von (3) den Rang 2q, und 
das Produkt ihrer Elementarteiler ıst ein Teiler von ]. 





21) A., $ 6, sowie die dort angeführten Teile der oben unter !) zitierten Arbeit. 


Berlin, März 1931. 





Eingegangen am 16. März 1931. 
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Über rationale Polynome mit einer Minimumseigenschaft. 


Von Otto Blumenthal in Aachen. 


Im Anschluß an einen Vortrag, den ich im vorigen Jahre auf dem Allrussischen 
Mathematiker-Kongress in Charkow gehalten habe, bin ich auf ältere Untersuchungen 
über eine gewisse Minimumseigenschaft rationaler Polynome zurückgekommen!). 

Es handelt sich um folgende Fragestellung: Wenn ein Polynom n-ten Grades 

(1) Ma)=Wwt met + m 
in einem Kreise vom Radius r um den Nullpunkt mindestens m (<= rn) Nullstellen hat, 
dann ist der Ausdruck 

Ro? ++ um 
sicher von Null verschieden. Gesucht werden diejenigen Polynome, welche den Ausdruck - 
zu einem Minimum machen. 

Hierüber ist bekannt (Math. Ann. 85): Ein Minimumpolynom hat genau m Null- 
stellen in dem Kreise, die alle auf dem Rande gelegen sind. Durch diese Nullstellen lassen 
sich die Koeffizienten des Polynomes ausdrücken. Setzt man nämlich 


LM k=0...m—1 
el + + lam-ıl? BER 


Ik _ 

: WET ET k=m..„R 
und bezeichnet mit &,, .- -, & die m Nullstellen vom Betrage r und konjugiert-kom- 
plexe Größen durch Überstreichen, so ist 

(III, 2) Mi = A,5t + + Ana. 
Die Darstellung folgt aus der Tatsache, daß die M, einer linearen Differenzengleichung 
mit konstanten Koeffizienten genügen ?). Bei ihrer Formulierung ist vorausgesetzt, 
daß die Wurzeln &; untereinander verschieden sind. Bei zusammenfallenden Wurzeln 
treten die aus der Lehre von den linearen Differenzengleichungen bekannten Modifika- 
tionen ein. Ist beispielsweise x, = & = a, so lautet die Formel 


(III, 3) Mı = A,0% + A,koak + Asa + + Ami. 
Die Konstanten A,,..., Am sind bestimmt durch die Bedingungen 
(IV) M(&,) =0,..., M(an) = 0 
oder die bei zusammenfallenden Wurzeln an ihre Stelle tretenden. 


Durch die Kenntnis seiner Wurzeln «,, . . ., &m ist also das Minimumpolynom fest- 
gelegt. Wo aber liegen diese ? Diese Frage hat sich mir als schwierig erwiesen, und ich hatte 





(II) Sm 





(III, 4) M =! 











1) Math. Ann.85 (1922), S. 160—171. 
2) Math. Ann.85, Formel (6). 
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darüber keine allgemeinen Ergebnisse erzielen können. Ich habe deshalb jetzt den ein- 
fachsten Sonderfall zweier Wurzeln (m = 2) herausgegriffen und bin hier zu klaren 
Tatsachen gekommen. Das Resultat ist, soweit meine Beweise durchgeführt sind: 
Für das Minimumpolynom fallen die beiden Wurzeln zusammen. 
Ich vermute, daß dieser Satz auch bei mehr Wurzeln (m > 2) besteht. Aber ich 
habe darüber noch keine Rechnungen angestellt. 


$ 1. Zusammenstellung der Formeln für m=2. 


Wir schreiben s statt s„. 
Durch eine Drehung der x-Ebene kann immer bewirkt werden, daß eine der beiden 
Wurzeln positiv reell ist. Wir setzen demnach 


Harn “sr —=r® 
und können dabei 0 < p Sr voraussetzen, weil dem konjugiert-komplexen & das kon- 


jugiert-komplexe Polynom mit gleichem s entspricht. 
1. xa=#r,d.h.@>0. Die Formeln (III, 2) lauten 


(1, 1) M;, = A,r? + A,0% = rk(A, + A,&), 
die Gleichungen (IV) ergeben ?) 
— M, —M,r + s(M;r? + :::+M,r)=0, 
— M, —M,& + s(M.a® + + Mar) =0, 
oder mit den Werten (1, 1) 
(-1—r+sF)A,+(-1-—-ar+sd)A,=(, 
(—1—oar+s®)A,+(—-1—r +sF)A,=I0, 
2, 11) F=r+r +... + d=oa!r tor? + --- + 0". 
2.&=r. Dann ist 
(1, 2) M: = A,ır! + A,kr" = r* (A, + kA,). 
Die Gleichungen (IV) werden M(r) = 0, M’(r) = 0 und lauten 
— M, —M,r+s(M,r?+ :---+M,r") =0, 
—M, + s(2M; r +: +nM,r1)=0, 
oder mit den Werten (1, 2) 
(2, 2) (-1—r+sF)A,+(—-r+sF,)4, =, 
\ (—r?-+sF,)A, + (-r? +sF,) A, =, 
(2, 21) A, =2r" +3 +. +nr® F=2rnr+3r+:--+n®r. 


(2, 1) 


$ 2. Polynome mit reellen Koeffizienten. 


Die Realität der Koeffizienten von M zieht die Realität von & nach sich, und damit 
ergibt sich aus (1, 1), daß auch A, und A, reell sein müssen. 


Wir haben also nur die beiden Möglichkeiten x =—r und «= + r, und haben 
zu zeigen, daß die erste nicht das Minimumpolynom liefert. 
Wir entwickeln zuerst den Fall«x = —r. Die Gleichung für s wird erhalten, indem 


man A,, A, aus (2, 1) eliminiert. Die Gleichung ist vom 2. Grade und hat zwei positive 
Wurzeln ®), deren kleinste der gesuchte Minimalwert ist. 

Weil für r =1 die Rechnung etwas anders und einfacher ist als für r #1, be- 
handeln wir r = 1 im folgenden gesondert. 





3) Math. Ann. 85, Formel (8). 
*) Math. Ann. 85, S. 166. 
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Hilfssatz: Die Koeffizienten von A,, A, in den Gleichungen (2, 1) können nicht gleich- 
zeitig verschwinden. Sie sind deshalb, nach (2,4), beide von Null verschieden. 
a)r=1. Dann ist 
Var ” für ungerade n 
1 für gerade n. 
Das Verschwinden der beiden Koeffizienten ist bei geraden n augenscheinlich unmöglich, 
weil —1— ar = 0, dagegen s und ® von Null verschieden sind. Bei ungeraden n ergibt 


2 kan nn) Er 
sich s = sg = en % Es wird nachher gezeigt werden, daß dies nicht der Minimalwert 


sein kann. 
b) r+1. Dann ist 





Nun müßte sein 


1 F D 
ee a ee — rin—l) —_ __I/I._ r2\n—1 
(3) A ir a ya ı d.h. 1—r — 1 — (— r)r!, 


Die Gleichung ist unmöglich bei geraden n, identisch erfüllt bei ungeraden n. Im letzteren 
Falle ergibt sich 

(3, 1) u Sie - er 
Es wird wieder nachher gezeigt, daß dieser Wert nicht Minimalwert sein kann. 

Da die Koeffizienten von A, und A, in (2, 1) nicht verschwinden, folgt durch Multi- 
plikation der Gleichungen: 

(4) AR — AR. 
Da A, und A, reell sind, sind nur die beiden Möglichkeiten A, = A, und A, = —A,, 


die einzeln untersucht werden. 
1. A, = A,. Die beiden Gleichungen (2, 1) reduzieren sich auf die eine 


(—1—r+sF)+(—-1+r+sP)=(, 
woraus 
’ A DEREN. 2. ER 
Bo DZ 5 u’ 200, 22 207220 207 20002 


das ist aber für gerade n 


Ss 


11—r nn a 2, 
(5, 1) u, Goa er 1 —_pa für r= 1: Ss = - ’ 
für ungerade n 
ı 1—r 
Sag ri 1 — ra) 


(Dieser Wert kommt aber nicht in Betracht, weil für dieses s die Koeffizienten von (2,1) 


einzeln verschwinden.) 
2. A, = — A,. Die Gleichungen (2, 1) reduzieren sich auf 


(—1—r+sF)— (-1+r+sP) =(, 


woraus 
a 32 1—r Be 
s= F-® = r? (1 — r?(a-1)) (1 + r?) z— (1 — (— r2)®-1) (1 AR r?) ’ 


das ist aber für gerade n 
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ı 1—r ” 2 
(5, 2) su 77T a N ; 








für ungerade n 
ı 1—r 
rmr4—re? 





s=s > 


der gleiche Wert wie unter 1. 

Von den Werten sy, $ı, S; ist für alle r stets s, der kleinste. Wir werden jetzt diejenige 
Gleichung in s aufstellen, die sich bei der Annahme x = + rergibt, und zeigen, daß s, größer 
als deren kleinste Wurzel ist. Damit ist dann gezeigt: Unter den reellen Polynomen ist das- 
jenige mit zusammenfallenden Wurzeln Minimumpolynom. 

Zur Aufstellung der Gleichung in s für x = r brauchen wir außer der Formel für F 
noch die Summationsformeln: 












































2 — r — (n+1)reD nr r (n —1)(n + 2) 
ae - == e = _ 
F,=r dp) ‚ Wr r=1: FF 5 \ 
Fr 4 — ar + — (In + 1P re), + (an? + 2n —1)r® — neret) 
rn (1 — r?)® 
u par ++) „_R-NVOn+5n+6) 
Re Br 6 an 6 . 
Die Gleichung für s ist hiermit A(s; r) = 0, wo 
Bit 2(n—1) Dune 2 __ + 1 An—1) ı 2n 
= Sal srt et 2 + re = 
1 2 — (m + 1)r RD my?n 4— 37 + rt — (mn + 12 rd) + (2m? + Mm — 1) net 
u Pe r en nr Re "+r—(n+1j"r Mn ne Br 
Insbesondere 
—2+(n—I1)s en Di ug 
(6,1) Als; 1) = 
1, Ber, 14 (Er _ 0), 





Für alle r ist A(0;r) = rt? (1 —r+r)=r?>0. Daher ist von einem Wert s, gezeigt, 
daß er größer als die kleinste Wurzel von A(s; r) = O ist, wenn A(s,;r) <O. 
Dies soll jetzt von dem Werte (5, 1) gezeigt werden. 


u 2 u 
Der Fallr = 1 wird vorweggenommen. Hier ist s, = Be Damit wird 








2 2 2 
2 3:1 » en u (n: An ii 
An)=| ", TR 202 =— ("+7 2 nr <0 (n22). 
n 3 . 3 n 


Für r=++#1 kommt aus (6) und (5, 1), indem wir A(s,;r) = D(r) setzen, nach ein- 
facher Zwischenrechnung 
G1- ri —PfDe) = 
') nl) 2—(n+1) en—1)__ „2n +(n+1) a+l)_ „An+2) 


1) n-1)__ rrı+ (n +1), Ant _ „(n+2) baum (n+ 1)? rin) + (n?—2) yon + (n? + 2n) zan+tl)__ (n? + 2) „(n+2) + ant3)) 


oder ausgerechnet 


(1 — r®)? (1 — 2) D(r) = 
(7) Br {4 in An r2(n—1) un li r?r + An r&(n+1) er Ar(n+2) + (n? + 2n) r(2n—1) PER In? r(2n+1) 
+ 4 r(2n +2) + (n? PR 2n) rA2n+3)} f 





M: 


Wi 
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Die Tatsache, daß die Klammer { } für r = 1 von 4. Ordnung verschwinden muß, liefert 
eine empfindliche Probe auf die Richtigkeit der Koeffizienten. 

Durch geeignete Zusammenfassung der Glieder läßt sich aus der Klammer der 
Faktor (1 — r?)? wieder herausziehen. 

Es ist nämlich zunächst 


{3 = All — rr — re 4 72@n+9) — 2m re) (2 — 2 — vr + r2n+9) 
+ nr) (1 —2r + 7%) 
— 41 — r?r) (1 — r?@+9) — 2n rad (d — rd) ((1 — r?®%) + (1 — r?@+2)) 
1 n? r(@n—1) (1 — rt)?, 
Mit der Bezeichnung 
(8, 1) »B=-1+r+--- + ra-) 
wird also 
{}= (1 — 7) [Asnsayz — nr? d (1 +72) (+ Snr2) + n?r@n=V) (1 + r2)2]. 
Weiter läßt sich zerlegen 
MEN (1 BORER. r?) n? rt") (1 r?)? 
— (25, — nr?eV (1 + 72)) (say — are (1 + r2)) — (1 — r?) n®rted (1 + r?)2. 


Der Faktor 2s, — nr? (1 + r?) ist abermals durch 1 — r? teilbar, und zwar ist 

(8,2) „= (1 —r)s tn) =1+2r +37? +. -+(n—1)r2, 
daher 
2, are dVd(i+Hr)=2 (1 tr), + ned (1 —r) = (1 —r) (2, + ned). 
Setzen wir dies in [ ] und weiter in {f } und (7) ein, so folgt im ganzen: 


(9) D(r)s„ (1 — r”*) = 
— {(2, + nr-d) (say — nre=D (1 + r2)) — n?r#r=d (1 + r2)?}. 
Die { } auf der rechten Seite hat, fürn Z 2, beir = O den Wert 4 und verschwindet 
beir =1. Wir entwickeln sie jetzt nach Potenzen von r? und zeigen, daß die Reihe ihrer 


Koeffizienten nur einen Vorzeichenwechsel hat. Daher hat die rechte Seite außer r = 1 
keine weitere positive Nullstelle, und daher ist D(r) ständig negativ, w. z. b. w. 


TEN re . re > 
Die Berechnung der Koeffizienten ist einfach. Wird die Klammer = 5 a;r“' gesetzt, 
0 


so ist 
fürrosisn—2 © =41+2+--- +(+1))=26G+2)ü+ 1) 

Aa =A41+2+:--+(n—1)) =2n(n —1) = u 

a.) = —2n(n—A1) —An 
fürisjsn+3 Any; = Alj + +(n—1)) —A(j+1)n 

= 2n+j—A)(n—J)—A(+1)n 

an = —12 +8n — An? = ans —12 (n —1) 

an = — h+6bn —3n? 

An = 2n—n:. 


Die Zusammenstellung zeigt, daß die Koeffizienten bis zum Index n — 1 positiv sind 
und zunehmen, dann bis zum Index 2rn —2 abnehmen, während die beiden letzten 
Koeffizienten für n > 2 nicht positiv sind. Dies beweist die Behauptung des einmaligen 


Zeichenwechsels. 
Journal für Mathematik. Bd. 165. 31 
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S 3. Polynome mit komplexen Koeffizienten im Einheitskreis. 


Durch Elimination von A,, A, aus den Gleichungen (2, 1) ergibt sich die in s quadra- 
tische Gleichung 


(10) [RR —-89]2 —- Ri +r)F—{(®+9©)+r(Eed-+ ed)}s 
+ [A+r%” — (1+2cospr+r)] =0, 
oder ausgerechnet 
a) seri: 
. ee ı 1 Pan 2 cos (n ARE 1)o r(n—1) nn —. 
\ 1 r 1—2cospr+ rt 
und men 1—r 1—2cospr+rt 


s? 


























+2 [1—cosgp] = 0; 
b) fürr =1: 
1 — cos (n —1)y 
(10 b) In 17? — y e 
(1 — 00829) — (cos(n —1)p — cos(n + 1)p) 
—2 [21 —1) 4 2 (1 — 0089) 2 


+2(1 —cosp) =. 

Die Form (10) zeigt, daß alle Klammern [ ] positiv sind, in Übereinstimmung mit 
dem oben ausgesprochenen allgemeinen Sachverhalt, daß die Gleichung zwei positive 
Wurzeln hat. 

Wir benutzen im folgenden den Hilfssatz: Hat die Gleichung 


a—bıiı+c®=0 
positive Koeffizienten a, b, c und reelle Wurzeln, so sind diese größer als x, = m 
Denn für x < x, ist a — bx positiv, daher erst recht die linke Seite der Gleichung. 
Betrachten wir jetzt zuerst den Fall r=1, d.h. das Minimumpolynom, das im 
Einheitskreis 2 Nullstellen hat. 
Nach dem Hilfssatz liefern die Polynome, deren zweite Nullstelle bei x = e‘ liegt, 
Werte s, die größer sind als 

















all 1 —cosp 
> 
(1 — 60829) — (cos (n —1)p — cos (n+1)p) 
a A 2(1 — cos p) 
vn 1 — cos 
= ? u . 
2{n —1) + (1 + c08 9) (i ji re 
Mit Benutzung der für alle und alle positiven ganzen n gültigen Ungleichung 
sin no | REN 
sin 





folgt hieraus für alle 





1—cosp _o 


(12) s > An E 


’ 


indem 





5) Siehe z. B. Blumenthal, Fonctions entieres d’ordre infini (Paris, Ganthier-Villars, 1911), S. 133—134. 





Is 
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(12, 1) 1-09 _, 


gesetzt wird. Wir setzen diesen Wert in A(s; 1) (Gl. (6, 1)) ein und fragen, für welche 
Werte von o der Ausdruck A(s};1) <0 wird. Diese Werte @ liefern sicher nicht das 
Minimum von s. 

Es ist 


1 
n er BE Big: 41_1), 
-1— Pe+3 - 1, + E- - 4 ai rn 





Um im folgenden die Rechnung abzukürzen, setzen wir n so groß voraus, daß 


höhere Potenzen von z vernachlässigt werden sollen. Die kleinste Wurzel der Gleichung 


A (4; 1) =() ist dann o Een und hieraus ergibt sich nach (12, 1) mit der gleichen 

Genauigkeit 

yı2 
u 


(13) p= 


4 
Bei genügend großem n müssen Werte », die das Minimum von s liefern, < sein. 
n 


Für diese Werte aber läßt sich die Gleichung (10 b) in der Weise diskutieren, 
daß wir für die eingehenden cos-Funktionen die Reihenentwicklungen einsetzen. Die 
Koeffizienten dieser Reihen entwickeln wir gleichzeitig nach fallenden Potenzen von n. 
Wenn d, d, positive Größen < 1 bezeichnen, x, $, y Größen, die mit wachsendem n 
I | 12, 


unterhalb einer endlichen Grenze bleiben, so ergibt sich für O0 <yp< = 


„Su so = AO SRORER , R Ui De 2 + (9 + ot 











1 — cos 12 360 
und 
w—1 in nt 1 n® 4 
R En 2 In | 2 
2 (1 —cosp) gP-ırfaa—3)— (# n P 
Ferner: 


np? | n’p® Bun’ E| 
776770 56.120 





cos (rn — 1) —cos(rn+1)p =2singpsinnp =2sing |n 


n? n 


ze a a Eee IE E 





daher 
(1 — c0os29) — (cos (n —1)p — cos (n + 1)p) 
2(1 —cosp) 
.- m? n 1\ > E) ZN z) 6 
2 teetlt)e 
und 








(17) 
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(1 — 008529) — (cos (n — 1)p — cos (n + 1)9) 

















AORUSEET 2(1 —cosp) 
2(1 —coso) 
BE A. a (14): n! | 2) o* 
u a u EI EI .@ ra) 
ru nn 1 
Damit wird aus (10 b), wenn noch 3 + ——- (n —1 ein- 
gesetzt wird, 
(14) A®—2Bs+1=0, 
wo 
6 ’ 
A= E (n — 1)’n(n — 2) — u (o + 2) 9°, 
| 12 360 
ww zn: N 
Zi (3+ 37T 3) - 60 |! r 1) Ts. (9 r 7) P 


Andererseits sei mit s„ die Wurzel der Gleichung A(s; 1) = 0 bezeichnet. Ausrech- 
nung der Determinante ergibt 


1 . r e n 3 
— in TEE meine ur ns Ss Met —— 
(15) 19 (n — 1)’n(n —2)s, —2(n —1) a 4 E -H 5) Sm +1=0. 
Zum Schluß setzen wir in (14) 
(16) semtt 


und erhalten wegen (15) 


„ 7 [Z & 
EUER 3 (1 h} =) — aa (trz)e f -„al+3 ); .|=0. 


Wir zeigen, daß die Gleichung keine negativen Wurzeln hat. Dazu bemerken wir, 
daß, wie gelegentlich der Gleichung (13) schon bewiesen, 


3 
ne 
ist. Nun ist A nach Definition positiv (was sich übrigens auch rechnerisch sofort ergibt), 


v2 


außerdem wegen g S % von nicht höherer Ordnung als n, daher As,, von der Ordnung n. 


Für B dagegen gilt folgende Abschätzung der Größenordnung: 


n” m _ r ( 1 1 a < 

B> wen Sale E Fe - für 9 S- 
Daher ist B — As, für genügend große n sicher positiv. Schließlich ist auch die Klammer 
[ ] positiv, denn der letzte Term ist nur von der Ordnung n?, dagegen die Differenz der 


—_. 


‚beiden ersten 


A OR TR En 1 Wr v12 
1 ET 2 RA TR ET "Bit 

u . V12. 
Somit ist auch für  S —, Immer s > Sm, 4. h.: sm, der Wert bei zusammenfallenden 


Wurzeln, ist das absolute Minimum der Größe s, w. z. b. w. 


$4. Polynome mit komplexen Koeffizienten für kleine und große r. 


Wenden wir den Hilfssatz von S. 242 auf die Gleichung (10 a) an, so folgt bei ge- 
nügend kleinem r, daß die kleinste Wurzel von (10 a) größer ist als 
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11—cop 11 1 
Pod rn 
2 
Andererseits lautet die Gleichung A(s; r) = 0 für kleine r in erster Näherung (n > 2) 
1—ıArs+r?=(0. 


Es muß also jedenfalls : - BR. 


So — 
co 


kleiner als die kleinste Wurzel dieser Gleichung sein, 


daher Ar? cos? z größer als die größere Wurzel der Gleichung u? — Ar u+r=(0,d.h. 


Y r! ps 
Darg 9er 

Also können Minimumwerte von s nur bei sehr kleinen Winkeln o liegen. Daß auch dies 
nicht möglich ist, zeigt man wieder durch Reihenentwicklung der Gleichung (10 a), 


wobei nr als klein vorauszusetzen ist. 


(18) cos? 


Ganz entsprechend verläuft die Rechnung für große r. 
Die kleinste Wurzel von (10a) ist größer als 


Bu. 1 — cosp 7 SER 2 
Tan Zcosn NG rn. po" 
2 





Die Gleichung A(s; r) = 0 lautet für große r in erster Näherung (r > 2) 


1 — (n 1) rs + red —(, 


9 Y 
sın? (n —1) 9 
s, muß kleiner als die kleinste Wurzel dieser Gleichung sein, oder r? ——— 
sin? * 
2 
größer als die größte Wurzel der Gleichung u? — (n — 1)?r?” u + rt" = 0. Dies gibt 
9 —— op 
sin? (n — 1) 2. f 
en u n 1% (1 — ‚r), 
sin? ze in ) 
2 
sin (n — 1) ? f 
a a — nn n —4 
(19, 1) 9 >(n—1) (1 Zn —1y r ). 
2 


Diese Ungleichung kann nur für sehr kleine Werte von @ erfüllt sein. Denn für 


0< = < 7 gilt bekanntlich 


Ist daher (n —1) 7 > 5 + €, so ist 
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also kann, nach (19, 1), e einen sehr kleinen Betrag nicht überschreiten. 


Innerhalb des Spielraumes 0 < - < RE = -- e) aber nımmt, wie der Differen- 











n — 
sin (rn — 1) - 
tialquotient zeigt, die Funktion monoton ab. Nun ergibt Reihenentwicklung 

sin 2 - 

2 

. P 
sin (n — 1) R 
nl -e=d(e),..], 
. 9 6 2 
sin > 


und daher liefert (19, 1) 





y12 ih 
(19, 2) P< —r2, 
(n — 1)? Yn(n — 2) 
Der Rest des Beweises wird wieder durch Reihenentwicklung der Gleichung (10 a) 
erledigt. 





Im vorstehenden ist für reelle Polynome allgemein, für komplexe in drei charak- 
terıstischen Sonderfällen bewiesen, daß das Minimumpolynom zwei zusammenfallende 
Nullstellen hat. Auch der allgemeine Fall läßt sich gewiß mit den hier gebrauchten Me- 
thoden behandeln, wenn auch die Rechnungen im einzelnen vielleicht mühsam werden. 
Mir kam es nicht auf Vollständigkeit an, sondern nur darauf, einen ersten Weg durch die 
algebraischen Schwierigkeiten der Aufgabe zu finden. Ich hoffe, daß die gewonnenen 
Einblicke auch für die Behandlung der höheren Fälle (m >2) nützlich sein werden. 





Eingegangen 4. April 1931. 
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Neue Bemerkungen zum Dirichletschen Prinzip. 


Von A.Courant in Göttingen. 


Seit dem entscheidenden Vorstoß von Hilbert ist die Methode des Dirichletschen 
Prinzips durch die Bemühungen vieler Autoren zu einem Beweisverfahren ausgestaltet 
worden, das hinsichtlich Einfachheit und Kürze andern Methoden überlegen erscheint!). 
Trotzdem weisen die bisher vorliegenden Darstellungen gewisse prinzipielle Mängel auf, 
sei es, daß die Lösung des Variationsproblems für spezielle Bereiche (Kreise) voraus- 
gesetzt wird, sei es, daß im Verlauf der Betrachtung der beim Ansatz gesteckte Ziel- 
punkt, nämlich die Lösung des Minimumproblems, aus dem Auge verloren wird. Es 
hat daher wohl ein gewisses Interesse, wenn ich im folgenden mit Hilfe einiger neuer 
— auch über den speziellen Gegenstand hinausreichender — Gedanken dem Beweis- 
verfahren des Dirichletschen Prinzipes eine Wendung gebe, welche ohne spezielle Vor- 
aussetzungen direkt das gestellte Variationsproblem in sehr einfacher Weise löst. 

Ich entwickle die Methode an dem Beispiel des Existenzbeweises für analytische 
Funktionen auf einer gegebenen beliebigen Riemannschen Fläche G, und zwar derjenigen 
Funktionen, welche der Strömung mit einer auf G vorgegebenen Doppelquelle ent- 
sprechen. Ist G schlichtartig, d. h. trennt jede geschlossene Kurve in G diesen Bereich 
in verschiedene Teile, so liefert die gewonnene Funktion die konforme Abbildung von G 
auf eine schlichte Ebene, begrenzt von endlich bzw. unendlich vielen zueinander parallelen 
geradlinigen Strecken. Insbesondere gewinnt man so auf die einfachste Art mit den 
Sätzen über konforme Abbildung einfach oder mehrfach zusammenhängender Bereiche 
die Beweise für die Uniformisierungstheoreme der Funktionentheorie. 

Nach einigen elementaren Hilfsbetrachtungen in A wird unter B der Existenz- 
beweis für die Lösung des Variationsproblemes geführt. In einem Anhang C, welcher 
den schon bekannten Darstellungen?) gegenüber nichts prinzipiell Neues, wohl aber einige 
Vereinfachungen enthält, wird kurz gezeigt, wie man aus dem Resultat die Abbildungs- 
eigenschaft der gewonnenen Funktion, d. h. das oben genannte umfassende Schlitz- 
abbildungstheorem, erhält. 


A. Hilfssätze. 


Wir werden bei unserer Betrachtung zwei elementare Hilfssätze gebrauchen. 

I. Kennzeichnung der Potentialfunktionen durch ihre Mittelwert- 
eigenschaft. 

Eine in einem abgeschlossenen Bereiche der x,y-Ebene stetige Ortsfunktion u, 
deren Wert in jedem Punkt ? gleich ihrem Mittelwert auf jedem um P konzentrischen 


!) Vgl. z. B. Weyl, Die Idee der Riemannschen Fläche, Leipzig, 1913, S. 73—108 und Hurwitz-Courant, 
Funktionentheorie, Berlin, 1929, Kap. 8, wo sich weitere Literaturangaben finden. 

2) Vgl. A. Hurwitz-Courant, loc. cit., sowie Koebe, Über die Hilbertsche Uniformisierungsmethode, Gött. 
Nachr. 1910. 
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mit seinem Innern noch ganz zum Bereich gehörigen Kreis ist, d.h. der Funktional- 
gleichung 


2n 


nz, 9) = 55] ur + 0008 4, y + osin 9)d0 
0 


bei beliebig gewähltem hinreichend kleinem o genügt, ist eine Potentialfunktion. 


Wenn wir wissen, daß u stetige Ableitungen bis zur dritten Ordnung besitzt, dann 
folgt das Bestehen der Differentialgleichung Au = 0 aus unserer obigen Funktional- 
gleichung, indem wir rechts unter dem Integral nach Potenzen von o entwickeln, hinter 
den Gliedern zweiter Ordnung abbrechen, sodann durch o? dividieren und o gegen 
streben lassen. Wir brauchen also zum Beweise 
unseres Hilfssatzes lediglich aus der obigen Mittel- 
wertgleichung auf die Differenzierbarkeitseigenshaft 
von u zu schließen. Hierzu setzen wir die Mittel- 
werteigenschaft in die Form 









































uy wrhg en SS  wmasaı 
+ W-n!Se 
und folgern 


u(c + h,y) — u(e, 1 
Fig. Nu _ (N urem)dedn, 


wobei das Intregal rechts über das in der Figur 1 schraffierte aus zwei Kreissicheln be- 
stehende Gebiet erstreckt wird. Die einfachsten Mittelwertsätze der Integralrechnung 
lehren uns wegen der (gleichmäßigen) Stetigkeit von u, daß für h — ( das Integral rechts 
gegen das Kurvenintegral 





Sue n)dn 
strebt, welches in positivem Sinne über die Peripherie ?, des Kreises Ä, vom Radius 
o um den Punkt (x, y) erstreckt wird. Es existiert also auch der Limes der linken Seite 
für k—0, d.h. die Ableitung u,. Zudem erkennt man sofort, daß u, wieder stetig ist. 
Aus der Greenschen Formel ergibt sich 


onu, = [udn = [[uedEdn; 
und‘ 


also hat auch u, dieselbe Mittelwerteigenschaft wie u; es existiert mithin auch die zweite 
Ableitung u,, usw. 


Il. Pflasterung eines Bereichs mit Kreisscheiben. 


Ist G ein abgeschlossener, stückweise glatt begrenzter Bereich der Ebene, so läßt er 
sich mit endlich vielen einander nirgends überdeckenden Kreisscheiben so belegen, daß der 
Flächeninhalt der unbedeckt bleibenden Teile von G kleiner als eine vorgeschriebene Schranke 
e bleibt. 

Es genügt offenbar, den Beweis für die Überdeckung eines Quadrates vom Inhalt 1 
zu führen. Der dem Quadrat einbeschriebene Kreis läßt einen Rest 7, unbedeckt, 
dessen Flächeninhalt weniger als !/, des Quadratflächeninhalts ausmacht. Wir bedecken 
nun das Restgebiet mit endlich vielen Quadraten, so daß aus diesem Restgebiet ein 


Flächenstück kleiner als : von diesen neuen Quadraten unbedeckt bleibt und schreiben 


in jedes dieser Quadrate wiederum den Kreis ein. So gelangen wir zu einer Kreis- 

















ae ei rn ee 


. . BEN age 
eh ae ER ET he er eree Eu w 
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2 


bedeckung, die einen unbedeckten Rest mit einem Flächeninhalt r, läßt, der sicher 


" rn a 
nicht größer als 5 + „ ist. Indem wir so fortfahren, gelangen wir nach n Schritten 


zu einer Kreisüberdeckung mit einem Rest vom Flächeninhalt r,, der sich aus r,_ı 
durch die Rekursionsformel 


Eee, a 
In < ) 7. 7 
abschätzen läßt, so daß 
nd 1 1.2 
Ta 7 - 1 + — ...4 ei: a» £ 
4" ) 4 ul 4” 7 


wird; bei hinreichend großem n wird also r„ < e, und somit ist unser Satz bewiesen. 


Zusatz. Man darf bei einer solchen Kreispflasterung die Radien der verwendeten 
Kreise von vornherein durch eine beliebig klein gewählte Schranke nach oben beschränken. 


Bemerkung über die Integraldefinition. Man kann die in unserem Hilfs- 
satz gekennzeichneten Kreispflasterungen folgendermaßen benutzen, um das Integral 


1 = SS fa, y) da dy 


einer im Bereiche G stetigen Funktion /(z, y) darzustellen. Zu einem gegebenen e wählen 
wir eine Kreispflasterung mit Kreisen, deren Radien o o, sämtlich kleiner 


c1 ee 


4 
als osind. Mit f,, f,, - - -, /„ bezeichnen wir die Werte der Funktion f jeweils in den Mittel- 


punkten dieser Kreise. Dann strebt die Summe 


# 
2 no? — I, 


y 1 n9..,». N 


für N>w gegen unser Integral /, wenn e und zugleich mit e auch o gegen Null strebt. 
Der Beweis folgt unmittelbar aus der Definition und den elementaren Eigenschaften 
des Gebietsintegrales. 


B. Stellung und Lösung des Minimumproblems. 


1. Bezeichnungen. Wir betrachten ein über der x,y-Ebene ausgebreitetes Gebiet 
G (Riemannsche Fläche), und zwar denken wir uns G definiert durch eine Folge von 
Gebieten G,„, deren jedes nur endlich vielblättrig ist und von stückweise glatten Kurven 
begrenzt wird; G„ soll dabei G„_ı ganz im Innern enthalten. G ist definiert als die Ge- 
samtheit aller Punkte, welche in einem der Gebiete G,„ liegen. Verzweigungspunkte von 
G„ sowie von G wollen wir als Randpunkte des Gebiets betrachten. In G möge ein Punkt O 
mit den Koordinaten x = 0, y = 0 liegen. 

Sind yund y stetige Ortsfunktionen in & mit stück weise stetigen ersten Ableitungen, 
so sind die Integrale 


DI] = SI + m) dedy 


D[x, yl = SI (u,y. + x,9,) de dy 


G 
in der üblichen Weise als uneigentliche Integrale zu verstehen. Gegenüber konformer 
Abbildung des Gebietes G sind die betrachteten Integrale invariant. 
Um O möge ein Kreis A vom Radius a mit der Peripherie x geschlagen sein, der 
ganz zu G@ gehört. Die Funktion 
S(z,y) = - nd + = == cosd — . cos d 
i"ry° a” r a” 
Journal iür Mathematik. Bd. 165. 32 
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— rund d bedeuten Polarkoordinaten um O —, welche in K außer dem Punkte O regu- 
lär ist und der Potentialgleichung AS = 0, sowie auf dem Rande x der Bedingung 


08 05 0 

o 9 
2 bedeutet Differentiation nach der äußeren Normalen) genügt, stellt das Potential 
einer Strömung mit Doppelquelle in O in der durch x begrenzten Kreisscheibe dar. 
Wir denken uns 5 außerhalb X in G als identisch Null fortgesetzt, so daß also S auf x 
sprunghaft unstetig wird. 

2. Problemstellung. Unser Ziel ist, ein entsprechendes Strömungspotential u für 
das gesamte Gebiet G mit einer Doppelquelle in O durch Aufstellung eines Minimum- 
problems zu gewinnen. Wegen der Singularität in O kann D[u] ebensowenig wie D[S] 
existieren, dagegen wird es gelingen, die Funktion u als Lösung des folgenden Minimum- 
problems zu charakterisieren: Wir betrachten alle inG, vom Punkte O abgesehen, ste- 
tigen und stückweise mit stetigen Ableitungen erster Ordnung versehenen Funktionen g, 
für welche 


®)=90—5S 
im Punkte O stetig ist, und suchen unter diesen Funktionen eine solche ® = U, für welche 
D[®] 


einen möglichst kleinen Wert d besitzt. 
Wir werden zeigen, daß dieses Minimumproblem tatsächlich eine Lösung U hat, 
daß die Funktion u = U+ 5 eine in G außer im Punkte O reguläre Potentialfunktion 


mit der Singularität er in O ist; und wir werden aus der Minimumeigenschaft von U 


unter der Voraussetzung eines schlichtartigen Bereiches G leicht die wesentlichen Ab- 
bildungseigenschaften der analytischen Funktion f(x + iy) = u + iv folgern. 

3. Minimalfolgen. Zunächst erkennen wir, daß das Problem sinnvoll ist, d. h. daß 
es überhaupt zulässige Funktionen ® mit endlichem D[] gibt: z. B. die Funktion ®= 0 


außerhalb X und 9 = z c0o8d = 2 innerhalb Ä. Es gibt also wegen des definiten 
Charakters von D eine nicht negative untere Grenze d von D[o] und eine Minimalfolge 
D,, Da, -- -, Dn,... zulässiger Funktionen, für welche 
lım D[d,] = d 
gilt. In bekannter Weise zeigt man für eine solche Minimalfolge das Bestehen der Relation 
(1) lim [,, &,] = 0 


wobei unter £„ eine beliebige Folge von in G stetigen und mit stück weise stetigen ersten 
Ableitungen versehenen Funktionen verstanden ist, für welche D[Z,] unterhalb einer 
von n unabhängigen Schranke M bleibt. Diese Relation folgt sofort aus der Tatsache, 
daß bei beliebigem e die untere Grenze von D[®, + ed,] = D[®,]+ 2eD[O,, &,]+ ®DIZ,) 
nicht größer als d sein kann. 

Neben diese Relation stellen wir für 9, = ®, + 5 die äquivalente Relation 


(2) lim D[p, Nu) = 0 ’ 


die gilt, sobald n, eine Folge von Funktionen bedeutet, welche denselben Bedingungen 
wie die £, unterworfen sind und überdies in einer Umgebung des Punktes O identisch 
verschwinden. Der Beweis folgt nach (1) unmittelbar aus der Tatsache, daß infolge 
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der Greenschen Formel das über Ä erstreckte Integral D[S, n,] wegen E —= 0 aufx 
v 


für jede dieser Funktionen ,„ verschwindet. Aus der Relation (1) folgt weiter in 
bekannter Weise wegen 


D[®, 2 D,„] -. D[®,, D, = D„] = DD, D, sa D„] 
die Relation 
lim D[®, — ®,] = lim Dfga — gm] = 0. 


(3) n>o» n>n» 
mMm—>D M>D 


4. Jedem Punkte A von G ordnen wir einen Kreis X, mit einem passenden Radius a 
zu, welcher noch ganz zu G gehört. Liegt A innerhalb des Kreises X, so wählen wir den 
Radius & so, daß der Kreis noch innerhalb X fällt. Betrachten wir einen solchen Kreis X, 
um den Punkt A mit dem Radius «, welcher den Punkt O außerhalb läßt, so folgt vermöge 
der Schwarzschen pr: sofort aus RR 


- > n., 1 


Es existiert also der Wen 


un [rear mann 


wo x, y die Koordinaten des Punktes A ın G bedeuten. Ebenso existiert 


lim En dx dy = q(x, y; %). 


no 0° 


Für die Punkte in Ä existiert en 


oD, 
kan EYE: "dx dy = P(x, y; «) 


1 oD, L 
lım — IE: dzdy = ((2,y;%), 


nn 102 5 


und es gilt, wie aus der Mittelwerteigenschaft der Potentialfunktion $ ohne weiteres folgt, 
p=P +5. qa=0+% 

für alle Punkte A in X, deren zugehöriger Kreis Ä, noch ganz in X liegt und den Punkt O 
außen läßt. 

Wir erkennen im übrigen, daß unsere Konvergenzbeziehungen gleichmäßig gelten, 
solange x nach unten beschränkt bleibt. 

Wir zeigen nun, daß die gewonnenen Größen p, qg, P, Q unabhängig von dem jeweils 
dem Punkte A zugeordneten Radius & sind, daß sie also Funktionen lediglich des Ortes A 
im Gebiete G darstellen. Unsere Behauptung folgt aus den Relationen (1) bzw. (2), 
wenn wir für £ bzw. n spezielle Variationen wählen. Wir betrachten etwa einen Punkt A 
außerhalb X und schlagen um ihn zwei Kreise Ä, und X, mit den Radien x und $ß>« 
und den Peripherien x, und x, derart, daß beide Kreisscheiben noch ganz zu G gehören 
und außerhalb X liegen; bezeichnen mit r und # Polarkoordinaten um A und setzen 


bzw. 


aus den Potentialfunktionen - cos® und r cos® eine außerhalb Ä, verschwindende und 


innerhalb A, reguläre Variation n stückweise linear zusammen. Nämlich 
32* 
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n = 0 außerhalb x; 

=, 000 cosd für asrsß 
E05 i 

n= (2 —g)reos# für r<a. 


Mit dieser Variation ergibt sich nach kurzer Rechnung auf Grund der Greenschen Formel 
aus (2) die Relation 


lim (1 [p.c0s0 a0 — „J p200s0 a0) = (0 
NR ”B 


“x 


oder in anderer Form geschrieben 


. (1 (Cl öon ff ” 


welche die Unabhängigkeit unseres Grenzwertes p(xz, y; x) von x ausdrückt. In ähnlicher 
Weise wird der Beweis für g, P, @ geführt. 

Wegen der Gleichmäßigkeit der Konvergenz sind p und q in G, abgesehen vom 
Punkte ©, stetige Funktionen; P und Q stetige Funktionen, abgesehen von der Kreis- 
peripherie x. 

9. Wir wollen nun nachweisen, daß es eine überall in G, außer im Punkte O, stetig 
differenzierbare Funktion 


u=U-+S 
gibt, so daß 


U: =P, uy=q 
U,=P=w—S, U,=0=w—S, 


wird, wobei U in der Umgebung von 0 stetig bleibt. Zu diesem Zwecke brauchen wir nur 
zu zeigen, daß die Kurvenintegralrelation 


I ws (pdx + qdy) = 0 


für jede geschlossene stückweise glatte Kurve C in G besteht, welche nicht durch O geht. 
Um die Punkte von € schlagen wir Kreise mit einem festen Radius a, den wir so klein 
wählen, daß O auch außerhalb jedes dieser Kreise liegt. Mit o und # bezeichnen wir 
Polarkoordinaten um den Punkt A von C; mit £, n die Koordinaten von A, dann ist 


no? l — aa: | (pas + gqdn) = - [(a lim I " ododd + dn lım SIG ereao). 
r wo u 3 


Wegen der Gleichmäßigkeit der Konvergenz dürfen die Integrationen vertauscht werden, 
d.h. wir dürfen zunächst bei festem o und 9 dasKurvenintegral /,„(0,®#) = f Be "de + 2 dı) 


nehmen und danach die Integration über o und d ausführen. Nun ist wegen 
z=E+0c0d, y=n-+ osind 
bei festem o und d gewiß de=d£ und dy=dn. Also wird unser Kurvenintegral /,„(0,®) 


gleich dem Kurvenintegral / ( Pa de + - rd), erstreckt über diejenige geschlossene 


Kurve C’, welche aus € durch a Sl in Richtung d um den Betrag oe hervor- 
geht. Dieses zweite Kurvenintegral verschwindet aber, und damit ist unsere Behauptung 
über / und somit die Existenz einer — zulässigen — Funktion u bzw. U= u — $ mit 
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u=Pp w=4, w=P, U,=Q 
bewiesen. 

6. Wir zeigen, daß U unser Variationsproblem löst, d.h. daß 

D[U] = d 
gilt. Da sicherlich nicht D[U] <d sein kann, brauchen wir nur die Gültigkeit der Re- 
lation D[U] = d nachzuweisen. 

Wir bedienen uns hierzu des Pflastersatzes aus der Vorbemerkung unter A. Wir 
betrachten nämlich einen abgeschlossenen, stückweise glatt begrenzten Teilbereich B 
von G und überdecken ihn gemäß unserem Pflastersatz durch N Kreise Ä,,..., X, mit 
den Mittelpunkten A,,..., Ax unter Auslassung eines Flächeninhaltes höchstens von der 
Größe e. Die Radien der Kreise nennen wir &,,...,%&, und nehmen der Einfachheit 
halber an, daß keiner dieser Kreise die Kreisperipherie x» durchschneidet; mit P 


„0% 


bezeichnen wir die Werte von ?, Q im Kreismittelpunkt A,. Aus na? P, = lim /f a dx dy 
L 


n>» » 


folgt vermöge der Schwarzschen Ungleichung 


usw., also 





N 
a 2 ,(P; + 0?) Sim | By + F 5) |dray <a 
Nach unserer Einleitungsbemerkung über die Integraldefinition folgt, daß bei hinreichend 
feiner Pflasterung des Bereiches B durch Kreise die linke Seite unserer letzten Ungleichung 
sich beliebig wenig von dem Integral [[ (P? + Q?) dx dy unterscheidet. Es folgt also 
B 


[SP + Q:)dudy = [f(U2 + Up)dady <d. 


Identifizieren wir nun B mit G„ und lassen n über alle Grenzen wachsen, so wird dabei 
die linke Seite unserer Ungleichung gegen D[U] streben, und wir erhalten 
Div] <d, 
womit U als Lösung unseres Minimumproblems erkannt ist. 
7. Es bleibt zu zeigen, daß u = U + $ eine überall in G außer in O reguläre Potential- 
funktion ist. Dies ergibt sich unmittelbar aus der Minimumseigenschaft von U bzw. u 
vermöge der Variationsgleichung (2), aus welcher 


D[u, n] = 0 
folgt für jede in einer Umgebung von O0 verschwindende Funktion n mit endlichem D[n]. 


Schlagen wir um einen Punkt A aus G@ zwei konzentrische Kreise mit den Radienr = a, 
r=ß8> x und den Peripherien x, und x;, so definieren wir 


n=0 für r>Pß 
n=1l0g , für asrsß 
n= log; für OsrSao. 


Es ergibt sich dann sofort mit Hilfe der Greenschen Formel 


1 [uas - [was 
&. ß 
"x *B 
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und durch Grenzübergang & —0 die Beziehung 


u(A) = BALL, 
*B 


Die Funktion u besitzt also unsere Mittelwerteigenschaft. Somit ist u nach dem Hilfs- 
satz I eine überall in G, außer in dem Punkte O, reguläre Potentialfunktion. 

Diese Funktion ist bis auf eine willkürliche additive Konstante charakterisiert durch 
ihre Singularität und die Tatsache, daß für eine beliebige in einer Umgebung von O ver- 
schwindende Funktion n mit endlichem D[n] die Relation 


D[u, n] = 0 


besteht. In der Tat schließt man leicht für die Differenz zweier solcher Funktionen u und u’ 
die Beziehung. 


D[u —u)] =. 


C. Abbildungseigenschaft der zugehörigen analytischen Funktionen. 


Der Vollständigkeit halber soll noch kurz gezeigt werden, wie man aus der Lösung 
unseres Minimumproblems im Falle eines schlichtartigen Gebietes G das allgemeine 
in der Einleitung genannte Abbildungstheorem gewinnt. Wir werden dabei außer von 
der Minimumeigenschaft der Funktion u lediglich von folgenden Tatsachen aus der 
elementaren Funktionentheorie Gebrauch machen: Ist f(z) =u + iv eine analytische 
Funktion von z=x+ iy mit der polaren Singularität z r ü = . in O, so bestehen 
die Kurven u= const. und v= const. aus glatten Kurvenbögen, welche, in einer Richtung 
verfolgt, entweder durch den Punkt O laufen oder aus jedem der Gebiete G„ austreten 
(„gegen den Rand streben‘) oder, was wir sogleich im vorliegenden Falle als unmöglich 
erkennen werden, geschlossen sind. Verzweigungen der Kurven u = const. bzw. v= const. 
können nur in Kreuzungspunkten der Funktion f(z), d.h. in Punkten mit f’(z) = 0 
eintreten. Jede Kurve u= const. bzw. v= const. trennt einen Bereich u > const. von 
einem solchen mit u < const. In der Umgebung eines Poles im Punkte O mit der Singulari- 
tät z bilden die Kurven u= const. bzw. v= const. zwei Büschel, welche sich bei passend 
klein gewählter Umgebung beliebig wenig von den bekannten orthogonalen Kreisbüscheln 


= const. bzw. = const. unterscheiden und bei hinreichend großem 


x Y 

r2 n% y? x? + y2 
Absolutwert der Konstanten geschlossen sind. 

1. Wir zeigen nun, daß die zu u konjugierte Potentialfunktion v in G eindeutig ist. 
Ist nämlich C irgend eine einfache stückweise glatte geschlossene, den Punkt O nicht 
treffende Kurve in G, so definieren wir eine Variation n, welche in der Umgebung von O 
verschwindet, auf C den Wert 1 hat und in demjenigen von € begrenzten Teilbereich 
von G, welcher den Punkt O nicht enthält, konstant gleich 1 bleibt. Mit Hilfe der Green- 
schen Formel ergibt sich aus dieser Variation sofort die Relation 


ou 0v 
IE ds er 2, 0 A 


wo Differentiation nach der Normalen von C und M Differentiation nach der Bogen- 


länge s von € bedeutet. Diese Gleichung aber drückt die Eindeutigkeit von v aus. Es 
ist also f(z) = u + iv eine in G eindeutige analytische Funktion, welche überall außer 
im Punkte O regulär ist und dort einen Po! mit der Singularität z besitzt. 
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2. Bei konstantem c bildet die Gesamtheit der Punkte von G, für welche u > c ist, 
ein einziges Gebiet. Wegen des Verhaltens der Kurven u = const. = c in der Umgebung 
des Poles O0 muß nämlich jedenfalls ein Gebiet u> c an den Punkt O anstoßen und durch 
einen glatten in der Umgebung von O nahezu kreisbogenförmigen Kurvenbogen begrenzt, 
sein. Gäbe es noch ein zweites vom ersten getrenntes Teilgebiet mit u > c, so könnte dieses 
nicht an O anstoßen. Würden wir nun die Funktion U’ in diesem zweiten Gebiet durch die 
Konstante c ersetzen, sonst unverändert lassen, so würden wir offenbar den Wert D[U] 
verkleinern, was der Minimumseigenschaft von U — bei hinreichend klein gewähltem 
Radius a — widerspricht. 

Als Folgerung aus der bewiesenen Tatsache und der Schlichtartigkeit von G ge- 
winnen wir das Resultat !): Es gibt keine Kreuzungspunkte, d. h. Nullstellen von f’(z). 
Nehmen wir an, A sei ein solcher Kreuzungspunkt, u = c die durch ihn gehende Potential- 
kurve, so müßte diese mit ihren Ästen die Umgebung von A in mindestens vier Zipfel 
zerlegen, in denen abwechselnd u>c und u <ce ist. Wir betrachten zwei verschiedene 
Zipfel mit u > c. Nach dem Bewiesenen müssen beide Zipfel mit den Punkten u > ec 
in der Nachbarschaft von O0 zusammenhängen. Wir können also den Punkt A mit einem 
in der Nähe von O passend gewählten Punkte aus dem Gebiete u > c durch zwei Kurven 
verbinden, die, abgesehen vom Punkte A, überall im Gebiete u > c verlaufen und zu- 
sammen eine einfach geschlossene Kurve bilden. Das entsprechende kann aber auch mit 
zwei Zipfeln u <c geschehen. Die beiden so Entstehenden einfach geschlossenen Kurven 
würden sich im Punkte A und sonst nirgends schneiden, was der Schlichtartigkeit von G 
widerspricht. Mithin ist bewiesen, daß Kreuzungspunkte nicht vorkommen, daß also 
alle Kurven u = const. und © = const ohne Verzweigungen glatt in G verlaufen. 

Es folgt weiter, daß geschlossene nicht durch O gehende Kurven u = const. und 
v = const. nicht vorkommen können; denn z. B. solche Kurven v = c müßten ein Gebiet 
"> c von einem Gebiet » <c trennen, was nicht möglich ist, da längs einer solchen 
Kurve u nicht eindeutig sein könnte. 


3. Wir gewinnen nun die Abbildungseigenschaft der Funktion f(z) aus folgender 
Tatsache: Durch die beliebig nahe Umgebung jedes Punktes A von G geht eine geschlossene 
(den Punkt O enthaltende) Linie v = const. = b. Der Beweis folgt ın einfacher Weise 
durch Heranziehung der Variationsgleichung (2) mit Hilfe einer speziellen Variation 7]. 
Wir denken uns durch den Punkt A die Linie u = const. = c gezogen und nach beiden 
Seiten ein Stück weit verfolgt. Durch jeden Punkt dieses Bogens u = c ziehen wir in 
das Gebiet u > ce die Kurve v = const. = b und behaupten, daß in einer beliebigen Um- 
gebung des Punktes A unter diesen Kurven v = b solche vorhanden sind, welche bis 
zum Punkte O hinführen und nicht vorher gegen den Rand streben. Andernfalls nämlich 
gäbe es eine Schar von Kurvenbögen v—=b mit u >c durch eine passende kleine Um- 
gebung des Punktes A, derart, daß diese Bögen gegen den Rand streben; sie bilden daher 
einen Teilbereich G* von G mit u > c und b, <v < b,, der im übrigen innerhalb von G 
keine Grenzpunkte besitzt und nicht an O heranreicht. Wir wählen die Variation 7 außer- 
halb G* als identisch Null und definieren sie innerhalb G durch 

n = (w—c)W—b)W—b,). 
Da G* nicht an O heranreicht, existiert D[n], und es ist somit D[u, 7] = 0. Zur Berechnung 
dieses Integrals beachten wir, daß das Gebiet G durch die Funktion /(z) auf einen Bereich 
B* der u,v-Ebene mit endlichem Flächeninhalt abgebildet wird und daß wegen der 
Invarianz des Integrals D[u, 7] gegenüber konformer Abbildung 


!) Vgl. Koebe, Über die Hilbertsche Uniformisierungsmethode, Gött. Nachr. 1910. 
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D[u, n] - [2% Fr dv -[J aududı 
B* 


0 = D[u, n]) = Jf (v — b,) (v — b,) du dv 


oder 


wird. Der Ausdruck rechts kann aber, da der Integrand überall in B* positiv ist, nicht 
Null sein. Also war unsere Annahme falsch, und es existieren in beliebig naher Umgebung 


v:b2 


G* 


al 
Fig. 2. | Te 


von A Kurvenbögen v = b, die, nach einer Seite verfolgt, in O einmünden; somit existieren 

auch ganze solche Streifen aus der Kurvenschar v = b. Unter den Kurven eines solchen 

Streifens gibt es sicherlich aus denselben Gründen wie oben wieder solche, die auch, | 

nach der anderen Seite u < c verfolgt, in O einmünden, und damit ist die Existenz ge- d 
schlossener Kurven v = const. durch beliebige Nähe des Punktes A bewiesen. / F 

4. Wir folgern hieraus leicht: Die Funktion f(z) = u + iv bildet den Bereich G | 
auf einen schlichten Bereich B der u, v-Ebene ab. Würden nämlich zwei Punkte A, und A, 
von G denselben Bildpunkt über der u, v-Ebene haben, etwa den Punkt u=0,v=(, 
so würde nach 3. folgen, daß der durch A, gehende Kurvenbogen u = 0 und der durch 
A, gehende Kurvenbogen u = 0 von derselben geschlossenen Kurve v = b (mit beliebig 
kleinem Wert |b|) geschnitten würde. Längs jeder solchen geschlossenen Kurve v = b 
muß sich aber u monoton ändern, was gegen das Auftreten zweier Schnittpunkte mit 
u = (0) einen Widerspruch darstellt. 

5. Es ist also der Bildbereich B ein schlichter den Punkt & als Bildpunkt von O0 
enthaltender Bereich der u,v-Ebene, welcher die Eigenschaft hat, daß in ihm durch die 
beliebige Umgebung jedes seiner Punkte ? eine nach beiden Seiten hin bis zum unendlich 
fernen Punkte reichende Gerade v = const. geht. Diese Tatsache aber besagt, daß jede 
zusammenhängende Menge von Randpunkten des Bereiches B auf einer Geraden v= const. 
liegen muß. Es besteht also B aus der vollen u, v-Ebene, begrenzt von endlich vielen oder | 
unendlich vielen jeweils zusammenhängenden Punktmengen, deren jede eine Strecke U 
v = const. darstellt. Das allgemeine Schlitzabbildungstheorem ist damit bewiesen. t 


ee 
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Arithmetische Theorie der algebraischen Funktionen 
von zwei Variablen. 


I. Abhandlung. 


Von Kurt Hensel in Marburg a.L. 





Die arithmetische Untersuchung der algebraischen Funktionen von zwei Variablen 
x, y, der diese Arbeit gewidmet ist, beruht vollständig auf dem einfacheren Problem der 
arithmetischen Untersuchung der rationalen Funktionen von x und y mit beliebigen 
reellen oder komplexen Koeffizienten, auf das ich zuerst eingehe. 


I. 
Die Gesamtheit aller dieser rationalen Funktionen a, b,c,... bildet einen Körper 


Klx,y) = Kla,b,c,...), 


dessen Elemente eindeutig in Primfaktoren zerfallen. Dies sind alle irreduziblen ganzen 
Funktionen von x und y 


(1) p(z)y = p,(a) yr + p,_ a) yet ++ pol), 
deren Grad in y mit # bezeichnet werde. Unter ihnen sind speziell enthalten die 
Primfunktionen z — a vom nullten Grade in y; endlich sind zu ihnen noch die beiden 


Primfunktionen r und - hinzuzurechnen. Im folgenden will ich nur die Primfunktionen 
(1) von positivem Grade in y betrachten. Ganz einfache Überlegungen lehren, daß für die 
Primfaktoren x — a, 2 und . wörtlich dieselben Resultate bestehen. 


Die arithmetische Untersuchung dieses Zahlkörpers (x, y) kommt hieraus auf 
die Darlegung der Teilbarkeitsbeziehungen, welche zwischen allen ihren Elementen 
a(z,y), b(x,y),..., einerseits und einem beliebigen unter diesen Primelementen (1) 
oder Primzahlen p(x, y) andererseits bestehen. 


Aus der Eindeutigkeit der Zerlegung aller Elemente in diese Primfaktoren folgt 
unmittelbar, daß für jede von diesen Zahlgrößen oder Zahlen a(z, y),. . . eine eindeutig 
bestimmte Darstellung 

a = ep* 
besteht, wo der ganzzahlige Exponent & die sog. Ordnungszahl von a heißt und e eine 
Einheit modulo p, d.h. eine solche rationale Funktion von x und y ist, welche weder in 
ihrem Zähler noch im Nenner p enthält. Eine Zahl a heißt ganz oder gebrochen modulo p, 
je nachdem ihre Ordnungszahl & nicht negativ oder negativ ist. Zwei Zahlen a und a’ 


heißen kongruent modulo pe, wenn ihre Differenz durch p® teilbar ist. 
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Die Einheiten e&, e’,... bilden eine Gruppe, da das Produkt und der Quotient 
zweier Einheiten wieder eine Einheit ist; die ganzen Zahlen bilden einen sog. Integri- 
tätsbereich, den Integritätsbereich aller modulo p ganzen rationalen Funktionen, da die 
Addition, Subtraktion und Multiplikation nicht aus diesem Bereiche herausführt, da 
er das Einheitselement enthält, und da ein Produkt ganzer Zahlen nur Null wird, wenn 
es einer seiner Faktoren ist. Jede modulo p ganze Funktion kann durch Division mit 
Rest eindeutig in der Form dargestellt werden 


(2) a= + pa’ 
wo a = E&(z) + el) y+ + &u-ı(l2) y/T eine reduzierte ganze Funktion (#—1)- 
ten Grades ist, deren Koeffizienten rationale Funktionen von x allein sind und a’ 
wieder ganz ist. 


Der Körper f(x, y) ıst nicht so groß, daß sich in ihm die Wurzeln einer irreduziblen 
algebraischen Gleichung F(z,x,y) = 0 finden, so daß diese dann auf ihre Teilbarkeits- 
beziehungen zu der Primzahl p(x, y) untersucht werden könnten. Um diesem Ziele näher 
zu kommen, muß man $l(x,y) zunächst zu einem möglichst kleinen perfekten Körper, 
d. h. zu einem Oberkörper von $t(x,y) erweitern, dessen geeignet definierte Grenzwerte 
alle ihm angehören, was beim rationalen Körper $l(x, y) für keine der in Frage kommen- 
den Grenzwertdefinitionen der Fall ist. Dieser kleinste perfekte Oberkörper von $t(x, y) 
ist nun der zugehörige p-adische Körper $(p), dessen Elemente ich folgendermaßen 
definiere: 

Es sei x eine positive oder negative ganze Zahl oder Null und 


Ag, Aa+rı1, Aat2y +» 
irgendeine Reihe von modulo p ganzen Zahlen a;(x, y), welche beliebig weit angegeben 
werden können. Dann bezeichne ich das aus diesen Elementen gebildete System 


a= A444+1Qa+2° "= (a;), welches ich nach den für x vorhandenen Möglichkeiten folgen- 
dermaßen schreibe: 


a=4y, A, GA A... für «= 0 
= 0 V ..: u. Kur.» »„ >00 
si ir: rer u 5 <O 


als eine p-adische Zahl mit den „Ziffern“ a, a+1.... Dabei bemerke ich, daß jede 
Zahl a,ax41 **a,00 ---, deren Ziffern eine abbrechende Folge bilden, also ‚fast alle‘ 
Null sind, nur ein anderer Ausdruck sein soll für die rationale Funktion aus $t(z, y) 


a=uP+ ar Pr +. +08. 
Für eine beliebige p-adische Zahl a = a,a,;ı... nenne ich die unendlich vielen 
rationalen Zahlen 


a9 =, 00 ---=a,pf 


BB ar ETF BEER er. r DB U B TB Br BR wa ie 8 


ihren «-ten, (x + 1)-ten, (x + 2)-ten,... Näherungswert. Zu jeder p-adischen Zahl a 
gehört so eine unendliche Folge (a, a@+, a@+2,...) von Näherungswerten aus 
(x, y), welche, falls x > 0 ist, modulo p ganze Funktionen, für x < 0 im allgemeinen 
modulo p gebrochene Funktionen sind. Zwei p-adische Zahlen a = (a;) und a’ = (a;) 
heißen modulo pet! kongruent, wenn ihre o-ten Näherungswerte, also die rationalen Zahlen 
ad = ,pP +: +@,p und a@=arp" +:--+0,p® 

modulo pet! im gewöhnlichen Sinne kongruent sind. Selbstverständlich sind dann 
auch alle folgenden Näherungswerte für denselben Modul pet! kongruent. 
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Ich definiere nun für diese p-adischen Zahlen die Gleichheit und die beiden elemen- 
taren Rechenoperationen der Addition und der Multiplikation sowie eine Limesoperation 
und zeige dann, daß auf Grund dieser Definitionen der Bereich aller p-adischen Zahlen 
ein Körper $t{p) und daß er der kleinste perfekte Oberkörper des rationalen Körpers 
Kr, y) ist. 

Zwei p-adische Zahlen a und a’ heißen gleich, wenn sie für jede noch so hohe 

Potenz von p kongruent sind, wenn also ihre Näherungswerte genügend hoher 

Ordnung für jede noch so hohe Potenz von p kongruent sind. 


Jede p-adische Zahl a = a, a,;1 @,+2... ist einer einzigen sog. reduzierten Zahl 
(0) — (0) g(V) a) 
a a9 a9) a9.... 


gleich, deren Ziffern modulo p reduzierte ganze Funktionen (z — 1)-ten Grades in y sind. 
Man erhält die zu a gleiche reduzierte Zahl dadurch, daß man von a, anfangend diese 
nach (2) in der reduzierten Form a, = a" + pa” schreibt, und dann a durch die 


ihr offenbar gleiche p-adische Zahl 


— ga u Lt (0) 
a Au yrs* A,r, A. r% 


ersetzt, deren erste Ziffer a(” bereits reduziert ist. Formt man hierauf a,,, in der- 
selben Weise um und fährt so fort, so erhält man die ihr gleiche reduzierte p-adische 
Zahl mit beliebig vorgegebener Genauigkeit. Zwei reduzierte p-adische Zahlen sind dann 
und nur dann gleich, wenn sie identisch sind. 

Jede Zahl a = e,p* des Körpers f(x, y) ist hiernach auch einer einzigen p-adischen 
Zahl gleich, nämlich der Zahl a= 00..., der Bereich der p-adischen Zahlen enthält 
also den rationalen Körper (x, y) als Teilbereich. 

Auch die für die p-adischen Zahlen gewählte Definition der Gleichheit kann für 
die Elemente des rationalen Körpers K(x,,y) zu Grunde gelegt werden; denn zwei ratio- 
nale Zahlen a und a’ sind ja dann und nur dann gleich d.h. identisch, wenn die 
rationale Zahl a — a’ durch jede noch so hohe Potenz von p teilbar, d. h. identisch 
Null ist. 

Ich definiere nun für die p-adischen Zahlen Addition und Multiplikation so, daß 
sie für abbrechende Zahlen mit der gewöhnlichen Definition dieser beiden Elementar- 
operationen übereinstimmt. Unter der Summe zweier beliebigen p-adischen Zahlen 


a = Ay Aat+t1». De DB. Dsrı---; 


deren Index « in beiden gleich angenommen werden kann, da ja gewisse Anfangsglieder 
von a oder 5 auch Null sein können, soll die p-adische Zahl: 


a+b= (a, + ba) (asrı + Barı).-- 
verstanden werden. Das Produkt zweier Zahlen 
u: b= babs4ı..- 
ist die p-adische Zahl: 
ab = (a,bp) 5 (aubarı + Öp@arı)ayarı**- 
Man beweist dann leicht, daß für diese Definition der Gleichheit, der Addition und der 
Multiplikation die vier Axiome der Gleichheit und die sieben Axiome für diese Rechen- 


operationen erfüllt sind, daß also der Bereich $i({p) aller p-adischen Zahlen ein Körper 


ist, welcher $(x, y) als Unterkörper enthält. 
Unter Benutzung der hier gegebenen Definition der Summe zweier und mehrerer 


Summanden kann und soll jetzt eine beliebige p-adische Zahl a = a, a,41... auch als 


die Summe: 
33* 
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a=apP + Hp +. 
der unendlich vielen Summanden a;p‘ geschrieben werden, so daß diese unendliche 
Reihe nur ein anderer Ausdruck für das vorher definierte Element a,a,.ıı... des 
p-adischen Zahlkörpers $t(p) ist. 


Die p-adıschen Zahlen können nun folgendermaßen nach ihrer Größe geordnet oder 
bewertet werden. Jeder von Null verschiedenen Zahl 


a=aPtaıptite., 
welche wir bereits so umgeformt voraussetzen können, daß ihr Anfangskoeffizient a, 
p nicht enthält, ordnen wir als Ordnungszahl den Exponenten « ihres Anfangsgliedes zu. 
Der Zahl0O =0 +0p-+ --- soll dann die Ordnungszahl + © entsprechen. a heißt ganz 
oder gebrochen, je nachdem & > 0 oder & < 0 ist. Ist a die p-adische Entwicklung einer 
Zahl aus $(z,y), so ist diese ganz oder gebrochen, je nachdem a modulo p ganz 
oder gebrochen ist. Eine Zahl e=e&,+e,p +: der Ordnung Null heißt eine 
p-adische Einheit. Offenbar bilden auch diese p-adischen ebenso wie die rationalen 
Einheiten eine Gruppe. Jede p-adische Zahl läßt sich multiplikativ in der Form 
a=qap*+ %rıpt!+ = Pla, + Q4ıp + :::) = p*e darstellen, wo e eine p-adische 
Einheit bedeutet. 
Von zwei Zahlen a = pe, a’ = pe’ soll a<a’ heißen, wenn & >’ ist, 
dagegen a wa’, wenn x =o’ ist. 
Bei Zugrundelegung dieser Größenanordnung zeigt man nun leicht, daß $(p) 


wirklich ein perfekter Körper ist, daß also jeder Grenzwert einer Folge p-adischer Zahlen 
selbst eine p-adische Zahl ist. 


In der Tat sei (sg, S1, Sa, - - .) eine unendliche Folge p-adischer Zahlen, so besitzt sıe 
sicher dann einen einzigen Grenzwert für den Bereich von p, wenn sie konvergent ist, 


d.h. wenn für ein beliebig klein vorgegebenes ö = p“e (also mit beliebig großem posi- 
tiven d) für jedes genügend große i>n 


SH -s= pls <öd, also »;>d 
ist. Ist das nämlich der Fall, so ist die unendliche p-adische Reihe: 
s=sH+ (1 -s)+ (2 -Ssı)+t 


welche man auch für jedes i in der Form schreiben kann: 


s=s+ (s41 -85)+ (Ss42 -SiH)t 
eine richtige p-adische Zahl. Schreibt man sie nämlich in der Form: 
EEE ATPRMT 
wo die Ordnungszahlen »; unbegrenzt wachsen, ersetzt man dann die Einheiten &; durch 
ihre p-adischen Entwicklungen und faßt endlich alle Glieder gleicher Ordnung zusammen, 


welche stets in endlicher Anzahl auftreten, so erhält man für s eine richtige p-adische 
Zahl, und für sie ist ja nach ihrer zweiten Darstellung für ein beliebig großes ı 


lim (s . s;) = 0, 


d.h. die konvergente Folge p-adischer Zahlen (s;) hat stets eine p-adische Zahl s als 
Grenze. Insbesondere hat die Darstellung a = a, p® + a,41p**! + der p-adischen Zahl 
A% Aa41.... mehr als bloß formale Bedeutung; a ist die Summe der unendlichen Reihe 
ihrer Glieder a;p‘. Der Körper $t(p) ist aber auch der kleinste perfekte Erweiterungs- 
körper des Körpers $i(x,y) der rationalen Funktionen. Denn jede konvergente Folge 
(So) $1, Sa, + « „) rationaler Funktionen besitzt ja die p-adische Zahls = sg + (sı —s0) + ''' 





L 
E 
I 
1 





Hensel, Arithmetische Theorie der algebraischen Funktionen von zwei Variablen. 261 


als Grenzwert, und umgekehrt ist jede p-adische Zahl a = a,p® + a,.ı pt! + 
Grenzwert einer rationalen Folge, z. B. ihrer Näherungswerte (a), a@+D, a(s+2),,..). 

Durch die Einführung dieses perfekten Erweiterungskörpers $t(p) ist die Aufgabe, 
die Kongruenz- und Teilbarkeitsbeziehungen modulo p für alle Elemente des rationalen 
Körpers f(x, y) zu finden, vollständig und einfach gelöst, denn diese ergeben sich ja mit 
jeder Genauigkeit aus den Näherungswerten der rationalen Zahlen in diesem p-adischen 
Körper. 


II. 


Die Grundaufgabe der arithmetischen Theorie der algebraischen Funktionen von 
zwei Variablen besteht darin, eine Wurzel £ oder alle Wurzeln £,£’..., welche eine im 
Körper (x, y) unzerlegbare Gleichung 


F(z2,2,y) = 0 


in einem geeignet gewählten Oberkörper des Koeffizientenkörpers (x, y) besitzt, nach 
ihren Teilbarkeitsbeziehungen zu einer Primfunktion p(x,y) zu betrachten, d.h. den 
Erweiterungskörper $(£,x,y) von f(x, y) arithmetisch modulo p zu untersuchen. 

Um diese Frage zu lösen und insbesondere zu einem Oberkörper von (x, y) zu 
gelangen, in welchem F = 0 überhaupt eine modulo p untersuchbare Wurzel £ hat, er- 
weitere ich zunächst den Koeffizientenkörper &(z,y) zum Körper f(p) der p-adischen 
Zahlen und damit den Oberkörper $t(£, z,y) zum Körper $t{(£, p) aller rationalen Funk- 
tionen von Z mit p-adischen Koeffizienten, wo jetzt £ eine Wurzel von F(z) = 0 in einem 
geeigneten Oberkörper von &(p) bedeutet. 

In dem Erweiterungskörper $i{p) von $i(z,y) kann nun die in ${(x, y) unzerleg- 
bare Grundfunktion F(z, x, y) in Faktoren niedrigen Grades zerfallen; ist dies der Fall, 
so zerlegt sich bekanntlich F(z) eindeutig in ein Produkt: 

F(z) zur fı(2, p) fz(2, pP) ... !,(2, pP) 
von lauter verschiedenen p-adischen Primfunktionen. Ist einer oder mehrere unter diesen 
linear in z, also von der Form f(z,p) =3-—£, so ist jedesmal die p-adische Zahl 
= a,P* + a,4ı pt! + --- eine Wurzel unserer Gleichung schon in $(p), und sie 
kann also bereits in ihren Kongruenzbeziehungen zu p arıthmetisch untersucht werden. 
Dasselbe gilt auch von allen übrigen linearen Primfaktoren z —{',... von F(z, x, y) 
in K(p). 

Die einzige noch zu lösende Aufgabe ist also die arıthmetische Untersuchung des 

Bereiches $(p,£), wenn £ Wurzel einer in $(p) irreduziblen Gleichung 

f(z, p) = 0 
in einem geeigneten Oberkörper von $t(p) ist, und wo /(z, p) einen der » p-adischen Prim- 
faktoren von F(z) bedeutet, dessen Grad 4 größer als 1 ist. 

Ich werde jetzt zeigen, daß man stets einen und abgesehen von isomorphen auch 
nur einen kleinsten Oberkörper von $t{p) bestimmen kann, in dem f(z) = (z —£) f(z) 
wenigstens einen Linearfaktor besitzt, dessen Nullstelle & dann also eine weitere Wurzel 
der Grundgleichung F(z) = 0 ist. 

Einer von diesen isomorphen Erweiterungskörpern von $t{p), in dem sich von 
f(z, p) ein Linearfaktor z — Z abspaltet, ist nun der sog. zu f(z) gehörige Kongruenzkörper 

Ka (P, z) = la (2), b(z), ...); 
dessen Elemente a(z), b(z),... einfach alle modulo f(z) ganzen Funktionen von z mit 
p-adischen Koeffizienten sind; für sie definieren wir die Addition und Multiplikation 
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und damit auch die Subtraktion und Division wie gewöhnlich. Die Gleichheit zweier 
Elemente werde aber nicht als Identität, sondern folgendermaßen definiert: 


Zwei Elemente a(z) und a’(z) heißen dann und nur dann gleich (a = a’), wenn 
sie modulo f(z) kongruent, wenn also ihre Differenz durch die Primfunktion f(z) 
teilbar ist. Speziell ist dann und nur dann a(z) = 0, wenn a(z) durch f(z) teilbar ist, 


Dieser Bereich ist, wie man sofort erkennt, ein Körper, und zwar, da er offenbar f(p) 
enthält, ein Erweiterungskörper von $t(p). Er enthält aber auch eine Wurzel der Glei- 
chung f(t) = 0, nämlich das zu ihm gehörige Element z; denn für t = z wird ja f(z) = 0, 
da die linke Seite durch f(z) teilbar ist. 

Dieser neue Kongruenzkörper $,(z, p) ist algebraisch von A-tem Grade über $(p), 
denn in ıhm gibt es genau A für $(p) linear unabhängige Elemente (z,, 2,, - - - 2,), z.B. 
(1,2, 2?,...2*-1), während je A + 1 Elemente stets linear abhängig sind. Jedes solche 
System (z;) heißt eine Basis für R,(z, p). Daraus folgt sofort, daß jedes Element v 
dieses Körpers einer eindeutig bestimmten irreduziblen algebraischen Gleichung f-ten 
Grades 


got) U OH +...40 = 0 


genügt, wenn (1, v, v?,... v’) das kleinste linear abhängige System dieser Art ist. Aus 
dieser Bedeutung des Grades f von g,(t) geht unmittelbar hervor, daß f ein Teiler von 
) = ef sein muß. Jedes Element v genügt also auch in ft(p) einer eindeutig bestimmten 
Gleichung A-ten Grades, 


st) = Hl’ St -gitr da=l, 
der sog. Hauptgleichung, deren linke Seite selbst irreduzibel oder eine Potenz einer ir- 
reduziblen Funktion g,(t) ist, je nachdem v ein primitives oder ein nicht primitives 
Element von $y(z, p) ist. Wir nennen das konstante Glied der Hauptgleichung 


5, gr = n(v) 
die Norm von v in bezug auf $(p). 

Hiernach können wir die Elemente v von $t,(z, p) wieder einteilen in ganze und 
gebrochene Zahlen, je nachdem die zugehörige irreduzible Gleichung g,(t) = 0 oder, 
was dasselbe ist, die zugehörige Hauptgleichung ganze oder nicht ganze p-adische 
Koeffizienten g(® bzw. g, hat. 


Die Feststellung aller ganzen Elemente v von $,(z, p) wird nun dadurch sehr leicht 
gemacht, daß, wie aus der Irreduzibilität der Gleichung g,(t) = 0 leicht folgt, v dann 
und nur dann algebraisch ganz ist, wenn ihr konstantes Glied g‘®, oder, was dasselbe 
ist, wenn das konstante Glied der Hauptgleichung g(t) = 0: 


8, = 8 = n(o) 
eine ganze p-adische Zahl ist. 

Aus dieser Tatsache folgt fast unmittelbar, daß alle ganzen Elemente von $t,(z, p) 
genau ebenso wie früher die modulo p ganzen rationalen Funktionen aus f(x, y) einen 
Integritätsbereich bilden. Alle und nur die Elemente dieses Integritätsbereichs kann 
man dadurch geschlossen darstellen, daß man unter den Basissystemen eine Basis 
(2),...2,) von ganzen Elementen durch eine endliche Anzahl von Versuchen so aus- 
wählen kann, daß sich alle und nur die ganzen Elemente &£ durch diese ganzzahlig, 
d.h.in der Form 

=, +%2»+''' +02 
mit ganzen p-adischen Koeffizienten darstellen. Eine solche ganzzahlige Basis soll 
ein Fundamentalsystem modulo p heißen. 
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Die ganzen Zahlen des Kongruenzkörpers $,(z, p) heißen Einheiten oder Nicht- 
einheiten, je nachdem ihre Normen p-adische Einheiten oder durch p teilbar sind. Eine 
Nichteinheit x heißt eine Primzahl, wenn ihre Norm von möglichst kleiner positiver 
Ordnung ist. Diese Primzahl x tritt im algebraischen Körper $t,(z, p) an die Stelle 
der rationalen Primzahl p(x, y). Mit ihrer Hilfe kann jede Zahl a aus dem Körper St,(z, p) 
wieder eindeutig in der Form: 

a=em” 
dargestellt werden, wo e eine Einheit und die ganzzahlige Ordnungszahl & wieder nicht 
negativ oder negativ ist, je nachdem a algebraisch ganz oder gebrochen ist. Ist speziell 
p= en*, so heißt e die Ordnungszahl von r, ist n(r) = ple, so heißt f der Grad der 
Primzahl x. Dann und nur dann, wenn e> 1 ist, hört p auf, in $t,(z, p) Primzahl zu 
sein, und z oder ein zu x äquivalentes n’ = ne tritt an ihre Stelle. Es ergibt sich un- 
mittelbar, daß stets ef = A ist. 

Alle und nur die Zahlen a des Kongruenzkörpers S},(z, p) können nun, wie man 
leicht erkennt, eindeutig als sog. n-adische Zahlen, d.h. wieder in der Form: 


a= 4,4 =, + Gr mtl --- 


dargestellt werden, wo die „Ziffern‘‘ a; wieder beliebige ganze Zahlen aus $t,(z, p) be- 
deuten und wo die Definitionen der Gleichheit sowie der Addition und Multiplikation 
wörtlich dieselben sind wie für den Körper ${(p). Aus diesem Grunde kann $t,(z, p) 
auch durch $({r) bezeichnet und ein n-adischer Zahlkörper genannt werden. 


III. 


Die hier dargelegte Methode kann nun angewendet werden, um für eine in $t(z, %) 
unzerlegbare Funktion F(z, xy) einen kleinsten z-adischen Auflösungskörper N{r) so 
zu bestimmen, daß in ihm 


F(z,2y) = alz —Cı) (2 —&,) (2 — in) 
vollständig in Linearfaktoren zerfällt. Die n Nullstellen Z; derselben sind dann die 
Wurzeln der Gleichung F(z) = 0 in dem perfekten Galoisschen Körper $t(r), und die 
Näherungswerte dieser n-adischen Zahlen ergeben ihre Teilbarkeitsbeziehungen zu der 


Primfunktion p(x, y) mit jeder vorgegebenen Genauigkeit. 
Ist nämlich 


F(@) = fi (a, pP) (2, P) fl (2, pP) 


die Zerlegung von F(z) innerhalb $(p) in Primfaktoren und ist etwa f”’(z, p) einer unter 
ihnen, dessen Grad A, > 1 ist. Dann sei der zugehörige algebraische Kongruenzkörper 
des A-ten Grades über $(p) 


Kulz, P) = Km) 
gleich dem n,-adischen Körper $(r,), und es seien e, und f, Ordnung und Grad von z,, 
so daß e,fı = A, ist. 

Zerlegt man nun die Grundfunktion F(z) in diesem n,-adischen Erweiterungs- 
körper K(r,) von $(p) in Primfaktoren, wobei eben jeder frühere Primfaktor (a, p) 
im allgemeinen weiter zerfällt und wo dies für f”(z, p) = (z — &,)f"(z, x,) sicher der Fall 
ist, so erhält man eine neue Zerlegung: 

Fe)= fh am), 7) 
in lauter verschiedene Primfaktoren, deren Anzahl », größer als », ist. Ist jetzt bereits 
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v, = n, sind also alle Primfaktoren f” linear, so ist bereits $(,) der gesuchte Galoissche 
Erweiterungskörper von $(p) für die Gleichung F(z) = 0. 

Es sei nun aber v», <n und etwa f”(z, n,) ein bestimmter unter diesen », Prim- 
faktoren, dessen Grad A,>1 ist. Bilden wir dann weiter den zu f”(z, z,) gehörigen 
Kongruenzkörper S,a)(2, 7,) vom Grade A, über un(2, P), SO ist dieser gleich einem 
rt,-adischen Körper $l(r,), in welchem x, in bezug auf $t(r,) die Ordnung e, und den 
Grad f, mit e,fa = A, besitzt, und da $t(rz,) algebraisch vom Grade A, über $t(p) ist, 
so ist $(r,) algebraisch vom Grade A,A, über $t(p), und r, hat in bezug auf $(p) die 
Ordnung e,e, und den Grad fı fs- 

Auf demselben Wege können wir fortgehen und erhalten zuletzt nach einer An- 
zahl vu Sn von Schritten einen r-adischen Körper $({rz) vom Grade A = 4, „sn 
über $(p), für dessen Primzahl x die Ordnung e = ee, * - - e„ und der Grad f = fifa ** "fu 
ist, so daß p = n® und n,(r) = pf ist und daß &; fi = A,, also ef = A ist; und dieser Körper 
$t(r) ist der abgesehen von isomorphen eindeutig bestimmte kleinste perfekte Galoissche 
Körper für die Gleichung F(z, xy); in ihm zerfällt F(z,2y) = a(z —{,) (2 — &n) 
vollständig in z-adische Linearfaktoren. 


Jede der n Wurzeln von F(z, xy) = 0, etwa die erste ö,, welche zu dem p-adischen 
Primfaktor f”(z, p) von F(z, xy) gehört, ist eine bestimmte z,-adische Zahl: 


= + nr mtl 4. ..; 
sie schreitet nach ganzen Potenzen der Primzahl x, fort, welche algebraisch vom Grade 
4” = 4, = ef, über K(p) ist, und ihre Ziffern a,, a,;1,. .. sind ganze Zahlen desselben 


algebraischen Kongruenzkörpers $,1,(2, p) vom A,-ten Grade. 


In der zweiten Abhandlung werde ich nun zeigen, daß man erstens x, unter den 
äquivalenten Primzahlen zı = &,r, stets so auswählen kann daß x, der reinen Gleichung 
des e,-ten Grades im rationalen Körper K(z, y): 


a = p=ep(z,y) 
genügt, wo e(z,y) eine rationale Einheit modulo p(x, %y) bedeutet. 
Und zweitens werde ich nachweisen, daß die Ziffern a,, @a+1,... von, stets so 
gewählt werden können, daß sie einem bestimmten algebraischen Erweiterungskörper 
fı-ten Grades über $(z, y) angehören. 


Es zeigt sich sofort, daß dann diese Primfunktion f(z,p) von F(z, xy) 
vollständig in die 4" = e,f) konjugierten Linearfaktoren f”(z, p) = I2—{;) zerfällt, 
deren Nullstellen &,,£,,...£, aus der ersten dadurch hervorgehen, daß die Primzahl 
zz, durch ihre e, konjugierten ®, 7, 1 7,,...@j ', ersetzt wird, wo ®, eine primitive 
e,-te Einheitswurzel bedeutet, während die Ziffern a; ihre f, konjugierten Werte erhalten. 

Jedem der », p-adischen Primfaktoren (2, Be Eis, p) der Grade EN 


entspricht so ein einziger Zyklus von je A" = e;f; ebenso gebildeten Wurzeln. 

Es ergibt sich endlich, daß in einer genügend nahen Umgebung eines jeden ein- 
zelnen Punktes der Kurve p(z,y) =0 diese n = Ze;fi' Wurzeln Z; auch ihrer Größe 
nach konvergieren und hier die n Wurzeln der Gleichung F(z,x2y) =0 darstellen. 

So erst erhält man die Darstellung der Wurzeln einer beliebigen Gleichung 
F(z, xy) = 0 in der Umgebung einer beliebigen Kurve p(x, y) = 0, welche der schönen 
Darstellung der Wurzeln einer Gleichung F(y,x) =0 in der Umgebung einer be- 
liebigen Stelle 2 — x = 0 vollkommen und ausnahmslos entspricht. 





Eingegangen 5. Juli 1931. 




















